Exponentialgleichungen und Logarithmen

1. Lose die Gleichungen: 1. a) 2% = 16
P L— 24
2% = 16 _
a) x = 4
b) 3% =9 Die Seiten der 2. Zeile stimmen
nur iiberein, wenn beide Exponenten
Tipp: Exponentialgleichungen (die Variable = steht gleich sind.
im Exponenten) lassen sich durch Zuriickfiihren auf
die gleiche Basis 16sen. b) 3 = 9
341} — 32
dr = 2 | :4
2. Lose die Gleichung: 3* =2. 1
x = —_
2
Die Zahlen 3 und 2 miissen zunéfchst mit einer
gleichen Basis dargestellt werden, empfehlenswert 2. 3 = 2
ist 10. (100’4771)“ = 1093010 peachte:
100,4771 T 100,3010 (am)n — gmn
3=1024""" und 2 =10%3010 0,4771-z = 0,3010
_0,3010
Die Exponenten von 10 werden mit dem Taschen- o= 0,4771
rechner ermittelt, sie heilen Logarithmen. z = 0,6309
Sprechweise: Der Logarithmus von 3 ist 0,4771 .
3 = 2
lg3 =0,4771 und 1g2 = 0,3010 (101g3)z = 1082
oo 0 : 10%83- = 1082
Mit dieser Schreibweise kann die Rechnung zu
3% = 2 vereinfacht werden. lg3-z = lg2
lg2
x = ==
Merke: Der Logarithmus von negativen Zahlen Ig3
existiert nicht, da z.B. 10* = —3 keine Losung hat. z = 10,6309
3 = 2 | lg
Niitzlich sind die Logarithmenregeln: r-lg3 = lg2
lg2
a) lgab=1lga+Igb N
b) lg%zlga—lgb r = 0,6309
C) lg an =n- ]ga a, b > 0 3 a) T = 177297
— 1
Mit der Logarithmenregel ¢) kénnen in der Rech- b) 8" = 5" | g
nung zu 3 = 2 noch 2 Zeilen eingespart werden. z-1g8 = (x+1)-1gb
z-lg8 = x-lgbh+1gh
z-(lg8—1gbh) = lgb
. . . . o Ig5
3. Lose die Gleichungen: r = &8 g5
c) 26242 =12 d) 3-7%*3 =16 ¢) z=0,2642 d) = =1,9301
e) 4-9%¢ = 6” f) 3iz—1 =2z e) z=—0,5326 f) = =0,2968
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Logarithmen Ergdnzung

Fiir Logarithmen wie z.B. lg 16, d.h. der Losung der Gleichung 10 = 16, kénnen Niherungswerte
ohne wesentlichen Einsatz des Taschenrechners ermittelt werden.

10" = 16
Es ist zu erkennen, dass gilt: 1 <z <2, da 10" =10 und 10? = 100 ist.

x beginnt daher mit 1, ... .

Um die néchste Ziffer y zu ermitteln, schreiben wir fiir x =1,y ... genauer z =1+ 1—yo .
10" = 16
1+-%
— 10 1 = 16
Y
= 10'- 101 = 16 |: 10
Y
= 10 = 1,6 | ()
= 10Y = 109,95

Nun ist zu erkennen, dass gilt: 2 <y <3, da 10? =100 und 10% = 1000 ist.

Insgesamt erhalten wir: x =1,2....

Finde auf diese Weise Néherungen fiir:
a) 1g 1660
b) lg21

c) lg2

FleiBige ermitteln 2 Stellen (nach dem Komma).
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Logarithmenregeln

Fiir natiirliche Zahlen ist

10™ - 10™ = 10™+™ z.B. 10%-10* = 103%™
offensichtlich.
Nicht offensichtlich ist die Giiltigkeit, falls n und m reelle Zahlen sind. Sie folgt jedoch aus einer
Eigenschaft einer von Leonhard Euler (1707-1783) gefundenen Berechnungsformel fiir Potenzen. Zu
ihrer Begriindung sind Elemente der hoheren Mathematik erforderlich, iiber die wir hier noch nicht
verfiigen.

Betrachten wir ein Zahlen-Beispiel:

100,30103 . 100,47712 _ 100,77815
—_—— Y S——
2 3 6

oder in anderer Schreibweise:
1082 . 1083 = 1086
—_— = —~—

2 3 6
Es gilt hier:  0,30103 + 0,47712 = 0,77815 oder Ig2+1g3 = Ig6
und allgemein ist lga+1lgb = lgab.

Wir erkennen, dass diese Logarithmenregel eine Beziehung zwischen Exponenten ist,
die 10™ - 10™ = 10" auf reelle Zahlen verallgemeinert.

1. Veranschauliche an Zahlen-Beispielen die Beziehungen
a) lg%:Iga—lgb
b) lga” =n-lga a, b >0

2. Lose die Exponentialgleichung: 4 -32%* =7

Die Anwendung der Logarithmenregeln zur Losung der Gleichung (das Logarithmieren also)
bedeutet, dass die Beziehung zwischen den Exponenten aufgeschrieben wird.

Tipp: Schreibe statt 1g 32x stets 2z lg 3.
Die Ubersichtlichkeit wird erhéht, wenn die Faktoren vor dem Logarithmus stehen.

Loésung: « =0,255
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Didaktisches

Exponentialgleichungen kénnen auch durch Anwenden der Potenzgesetze umgeformt werden.

541 8. 32x+1
54z 8. 32:)3 .3
(54)* 24 - (3%)"
54\®
(@) = 24
a® = b
. _ b
 lga
x = 0,749

Hierbei ist es nicht erforderlich, den Exponenten x als Logarithmus von b zur Bais a zu benennen.

Das erforderliche Vorwissen beschrankt sich auf:

10" = b

x = lgb

a® = b

(10'%9)" = b
lovlse = 10'8? oder direkt: ovlee = p
rzlga = lgb rzlga = lgb
_ b r — &b
lga lga

Die in Schulbiichern zu findenden Aufgaben wie:

Bestimme

1
a) log, 0,0625; log, —=;
3/a2

erscheinen mir génzlich iiberfliissig.
Die hierfiir benétigte Zeit sollte mit Sinnvollerem zugebracht werden.
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Was sind Logarithmen?

Wir betrachten den Bereich positiver Zahlen R,

%‘1‘2‘5‘10‘16‘160‘1000‘

Jede positive Zahl kann als Potenz von 2 (von 10) dargestellt werden.
Einige Exponenten sind ohne Miihe zu ermitteln.

@ | s | v | 2 | s | 10 | 16 | 160 | 1000 |
‘276,6439‘ 9—1 ‘ 20 ‘ 91 ‘ 92,3219 ‘ 93,3219 ‘ ol ‘ 97,3219 ‘ 99,9658 ‘
‘ 5 ‘ s ‘ 1 ‘ P ‘ 5 ‘ 10 \ 16 \ 160 \ 1000 \

10-2 ‘1070,3010‘ 10° ‘ 1003010 ‘ 1006990 ‘ 10! ‘ 1012041 ‘ 1022041 ‘ 103 ‘

Als Basis wire jede andere positive Zahl geeignet.

Die Exponenten heiflen Logarithmen zur jeweiligen Basis.
Eine Multiplikation kann durch Addition der Exponenten ausgefiihrt werden.

Die Logarithmenregeln ergeben sich unmittelbar aus den Potenzgesetzen.

100,3010 . 100,6990 — 101
—_—  S———
2 5
oder in anderer Schreibweise: 10182 . 10185 = q10l810
< = —
2 5 10

Es gilt hier:  0,3010+0,6990 = 1 oder 1g(2-5) = lg2+1g5

und allgemein: 1gab = lga +lgb

Beachte auf der linken Seite das Produkt ab, fiir eine Summe a + b gibt es keine Regel.
Der Ubergang zu den Exponenten heiBt logarithmieren.

Ermittle begriindet lg —2.
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Exponentialgleichungen  Kurzfassung

Voriiberlegung 3 = 9 oder 3 = 9
g4 _ 32 (3= = 9

4r = 2 |:4 922 = 9

r = % 20 = 1

o

Idee fiir das Losen von Exponentialgleichungen:

Beide Seiten sind mit derselben Basis darzustellen.

4 = 100 1084 = 4,  1g4 =0,6021 heiBt Logarithmus
(101g4)m — 102
10x-lg4 — 102
z-lgd = 2
r = 2
Y
z = 3,322
3 = 2 1083 =3, 1082 = 2
(101g3)a} — 101g2
10x-lg3 — 101g2
z-lgd = lg2
— lg2
T i3
z = 0,6309
Und allgemein: a® = b a,b>0
lgb
T lga
a) 5% =0,1
b) 4% =20
c) 3% =50
d) 2% =60
e) 7" =12.6" Tipp: Bringe die Gleichung auf die Form: a” = b
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5¢ = 0,1
47 =20
3¢ = 50
242 — 60
7 =12 67

Exponentialgleichungen

Tipp: Bringe die Gleichung auf die Form: a® = b
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z = 1431
z = 2,161

z = 3,561

v = 1,477

=12 & = 16,120




