
Summe der Quadratzahlen

Als Vorübung ermitteln wir eine Summenformel für

sn = 1 + 2 + 3 + . . . + n
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Ansatz s(n) = an2 + bn

Bedingungen:

1. s(1) = 1

2. s(2) = 3

1. a+ b = 1

2. 4a+ 2b = 3

Die Funktion lautet: s(n) =
1
2 n

2
−

1
2 n =

1
2 · n · (n+ 1)

Dies könnte die gesuchte Summenformel sein.

Der Nachweis wird durch s(n)− s(n− 1) = . . . = n erbracht (
1
2
n ausklammern).
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Summe der Quadratzahlen

sn = 12 + 22 + 32 + . . .+ n2
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Ansatz s(n) = an3 + bn2 + cn

Bedingungen:

1. s(1) = 1

2. s(2) = 5

3. s(3) = 14

1. a+ b+ c = 1

2. 8a+ 4b+ 2c = 5

3. 27a+ 9b+ 3c = 14

Die Funktion lautet: s(n) =
1
3 n

3 +
1
2 n

2 +
1
6 n =

1
6 n(n+ 1)(2n + 1)

Dies könnte die gesuchte Summenformel sein.

Der Nachweis wird durch s(n)− s(n− 1) = . . . = n2 erbracht (
1
6
n ausklammern).
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Summe der Quadratzahlen alternativ

sn = 12 + 22 + 32 + . . .+ n2

Ansatz s(n) = an3 + bn2 + cn

Die Koeffizienten sind so zu wählen, dass gilt: s(n)− s(n− 1) = n2

⇐⇒ 3an2 + (2b− 3a)n+ a− b+ c = n2

Ein Koeffizientenvergleich erbringt mit s(1) = 1 die Lösung .

Die Summenformel lautet somit: s(n) =
1
3 n

3 +
1
2 n

2 +
1
6 n =

1
6 n(n+ 1)(2n + 1)
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Summe der Kubikzahlen

sn = 13 + 23 + 33 + . . .+ n3
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Ansatz s(n) = an4 + bn3 + cn2 + dn

Bedingungen:

1. s(1) = 1

2. s(2) = 9

3. s(3) = 36

4. s(4) = 100

1. a+ b+ c+ d = 1

2. 16a + 8b+ 4c+ 2d = 9

3. 81a+ 27b+ 9c+ 3d = 36

4. 256a + 64b+ 16c+ 4d = 100

Die Funktion lautet: s(n) =
1
4 n

4 +
1
2 n

3 +
1
4 n

2 = ( n
2 + n

2
)
2

=
1
4 n

2 (n+ 1)2

Dies könnte die gesuchte Summenformel sein.

Der Nachweis wird durch s(n)− s(n− 1) = . . . = n3 erbracht.
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Summe der Kubikzahlen alternativ

sn = 13 + 23 + 33 + . . .+ n3

Ansatz s(n) = an4 + bn3 + cn2 + dn

Die Koeffizienten sind so zu wählen, dass gilt:

s(n)− s(n− 1) = n3

⇐⇒ 4an3 + (3b− 6a)n2 + (4a− 3b+ 2c)n − a+ b− c+ d = n3

Ein Koeffizientenvergleich erbringt mit s(1) = 1 die Lösung.

Die Summenformel lautet somit: s(n) =
1
4 n

4 +
1
2 n

3 +
1
4 n

2 = ( n
2 + n

2
)
2

=
1
4 n

2 (n+ 1)2
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