Numerische Integration

y = f(x)
Eine Stammfunktion von f
mit y(xg) = yo soll iterativ Y

ermittelt werden.

Je nachdem, wie genau die
Fléche unter dem Graphen
approximiert wird, ergeben sich Yy
verschiedene Verfahren.

1. Fulersches Rechteckverfahren
(1707-1783) Y

Tpi1 = Ty + h
yn+1:yn+An 11 41
mit A, = f(z,) - h Y2

Aus der Sicht der Losungsfunktion Yo

ist es ein Tangentenverfahren. L ‘ ‘

2. Halbschrittverfahren . .
An = f($Mitte) -h

. h
mit  Taitte = Tn + b)

3. Trapezverfahren
+ 41 11
NI
4. nach Simpson (1710-1761) O T To T1 T2 I3

Der Graf wird durch eine Parabel approximiert.
Dieser Ansatz ist schon in der Keplerschen Fassregel (1571-1630) enthalten.
Bemerkenswert ist, dass mit A,, ganzrationale Funktionen 3. Grades exakt integriert werden kénnen.

A, = f(xn>+4f(xl\éitte)+f(xn+1> B
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Numerische Integration einer Differentialgleichung

y' = flz,y), genauer y'(z) = f(z,y(z))

Eine Losungsfunktion mit y(x¢) = yo (Anfangswertproblem) soll iterativ ermittelt werden.

Da die rechte Seite f(x,y(z)) der DGL eine Funktion von z ist, falls y(x) eine konkrete Funktion
ist, z.B. die Losungsfunktion, kann das Vorige hier als Grundlage dienen.

1. Fulersches Rechteckverfahren

Tni1 = Tp +h
Yn+1 = YUn + An
mit A, = f(zn, yn) - h

2. Halbschrittverfahren
An = f(xMittea y(xMitte)) - h

TMitte = Tn + §

y(Tmitte) kann mit Euler gendhert werden: y(Zuitte) = Yn + f(Tn, Yn) - %

3. Trapezverfahren

f(@n, yn) + f(@ng1, Yns1)
2

Yn+1 = Yn + f(xna yﬂ) -h

A, = -h

4. nach Simpson

f(ffm yn) + 4f($Mitte, y(fEMitte)) + f('r’n—l—la yn—i—l) h
6

y(Tmitte) und y, 1 werden wie im Trapez- und Halbschrittverfahren bestimmt.

A, =

Runge-Kutta-Verfahren (1895)

Das Simpson-Verfahren wird so gedndert, dass sich durch Verquickung ein besseres A,, ergibt.

A, = %[f(xn, Yn) + 2 f (@ntitier Y(0ntitee)) + 2f (Tativies Y(@atisee)) + f (Tt Y1) ] - B
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Al = 6 [ f(xn, ynz+2 f(xMitte, Yy (fEMitte)Z‘FQ f($Mitte> Y ($Mitte)z+ J(@n1, yn-l—lz] -h
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« h
Y (XMitte) = Yn + M1 - Bl

*k h
Y (TMitte) = Yn + M2 g
Yn+1 = Yn +ms - h
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