Beschreibende Statistik ~ Mittelwert

Unter dem arithmetischen Mittel (Mittelwert)  von n Zahlen verstehen wir:

n

— 1 1

T = E Jiizﬁ(l‘l—l—l’g—l-...—l—l’n)
=1

Diesen Mittelwert untersuchen wir etwas genauer.

1. Zeige fir n = 3:

Z(E—LL’Z‘):O

=1

d.h. die Summe der Abweichungen vom Mittelwert ist Null.

2. x kann als Schwerpunkt interpretiert werden, erldutere dies.

3. =7 minimiert die quadratische Funktion.

n

fla) =) (x— ;)
i=1
d.h. die Summe der quadratischen Abweichungen wird fiir z =  minimal.
Diese Eigenschaft benttigen wir, um die Regressionsgerade zu ermitteln.

Da eine Parabel vorliegt, wird der z-Wert des Scheitels berechnet, und zwar durch Bestimmung
von Nullstellen, wobei der konstante Summand (Verschiebung in y-Richtung) entfallen kann.

y=ax’+bxr+c
y = ax® + bx 0 = az’®+bx
0 = z(ax+0)

b
r1 =0 Ty = — = ZScheitel = ~ 3,
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Nun ist n

n n n
fla)=>" (z — x;)? => (2% — 2zx; + 27) :nxQ—QxZ Tit Y z?
i=1 i=1
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—
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Regressionsgerade

X
Beim Auswerten von Messreihen wird haufig eine durch theoretische /
X

Uberlegungen nahegelegte lineare Beziehung zwischen den z- und y- |
Werten gesucht, d.h. eine Gerade y = mx + b (Regressionsgerade),
die die Datenpunkte moglichst gut approximiert. w w w w w

Als Abweichungsmafl kann (nach Gauss) die Summe der Quadrate der Differenzen
Q= (mr1+b—y1)? + (mrg+b—y2)? + ... + (mxp +b—yn)?

genommen werden. Hierbei werden m und b so gewéhlt, dass @ einen kleinsten Wert annimmt.

@ kann als quadratische Funktion der Variablen m bzw. b betrachtet werden.

Q = Y (mx;+b—y;)? Die Summe erstreckt sich stets von 1 bis n.

QM) = >0~ (yi— ml’z))Q siehe 3., vorherige Seite

= y=mz+b Mittelwerte EZ%ZM’ @Z%Zyi

P(z | y) liegt auf der Ausgleichsgeraden.

m ist noch zu bestimmen.

Um die Rechnung einfach zu halten, wéhlen wir den Schwerpunkt als Ursprung:
di = X; — x
& =Y~y
b ist dann Null, die Steigung hat sich nicht verdndert.
Q(m) = X (md; — e;)?
= Y (m%d? — 2md;e; + €?)

= m?Y d; —2mY die; + 3 €}

=  Mpyin = Zz:dg;i siehe 3., vorherige Seite
_ _ 1 _ _
_ 2 (@i—2) (i —y) a2 (@ —)(yi—y)  Covyy,
me= T (_ 2 )
do(zi—x)? o2 o2

Die Gleichung der Regressionsgeraden lautet daher: y=m(x —7)+7y
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Regressionsgerade y = m(x — %) + 7, anschaulich

Es erscheint plausibel, dass der Schwerpunkt P(= | 7) auf der Ausgleichsgeraden liegt,
T=1 wi, Y= ! > Yi
- E i Y= E Yi.

2 (i =) (4 — y)
> (wi —x)?

Aber auch die Steigung m =

kann veranschaulicht werden.

Y oo = Qi | 4i)

(zi =) (yi = y)

. By
@G- den Inhalt des grauen Rechtecks, N

Hierzu betrachte man den Term

und fasse die Summenbildung als eine Art Durchschnittsbildung auf.
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Korrelationskoeffizient

Wir benétigen ein Mafl dafiir, wie stark die Datenpunkte um die Regressionsgerade streuen.
Dazu rechnen wir die quadratische Abweichung aus.

_ _md m > eid;
Q = Z(ez d2)2 = Zdz

= Y. (e — 2e;md; + (md;)?)

= Y e -2mY die; + m? Y d?

202 eidi)® | (X eidi)* Y0 df . 2
= Y- + ! kiirzen durch Y d;
> d? (X d3)’ '
_ 2 (Xed)®
T AT TR
Je kleiner der Term W ist, desto grofer ist die Quadratsumme.
. d.)2
Diese ist Null, falls (Zze’dd;) = Ye? ist.
1)\2
Da @ >0 ist, folgt 0 < (Zgzj;) < Ye?
(3 eidi)?
— ‘= yera =

Der mittlere Term heif3t Bestimmtheitsmaf.

S|

Gebrauchlicher ist der Korrelationskoeffizient
> eid; Yo —T)(yi — 7) ( 2 (@i —7)(yi —y) _ Covyy )

\/ﬁ B \/Z(% -7)2 > (yi —Y)? 020y 050y

r ist die Wurzel aus dem Bestimmtheitsmafl
und hat im Gegensatz zu diesem stets dasselbe Vorzeichen wie die Steigung m (leicht zu sehen).
Esist: —-1<r<1.

r =

Fiir r = 0 ist die Steigung m auch Null. Es liegt kein linearer Zusammenhang vor,
fiir r = 1 und r = —1 liegen die Datenpunkte auf der Regressionsgeraden.
Oy

Mit den Termen fiir m und r erhalten wir unmittelbar den Zusammenhang: m = r .- —.
Oy

Zu beachten ist, dass ein hoher Korrelationskoeffizient nicht eine kausale Abhéngigkeit bedeuten muss.

In Excel kénnen Ausgleichsgeraden ohne Aufwand ausgegeben werden:
Auf einen Datenpunkt klicken, mit rechter Maustaste Trendlinie hinzufiigen, Trendlinie formatieren,
Optionen, Gleichung und Bestimmtheitsmafl im Diagramm darstellen.
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Bestimmtheitsmafl

Um die Giite der Regression zu beurteilen, sind die Differenzen y;— @1 zu betrachten,
mit 4; = m(z; — %) + 7.

Nun gilt: R R
* (yi—y) = (vi—vi) + (yi —v)

Je besser die Regression, umso kleiner ist (y;— g//\z) oder

um so mehr gleicht sich (g/;\l —y) der Abweichung (y; — y) an.

Die Beziehung * kann quadriert und aufsummiert werden. Dies ergibt:
_ A A
S Wi—9)? = wi—v)?+ X (i —y)?

Hierbei ist zu beachten, dass der entstehende mittlere Term 2 -3 (y;— @z)(@ —y) null ergibt.
Durch Umformen und Einsetzen der Steigung der Regressionsgeraden kann dies iiberpriift werden.

Das Bestimmtheitsmafl B ist nun der Anteil von ) (@1 —7)? an der Gesamtstreuung > (y; — y)?.

B — Z (QZ _5)2

ST 7 (= Streuung, die sich aus der Regression ergibt / Gesamtstreuung)
Yi — Y
oder

)2 . /\, 2 P /\~ 2
B = 2 (Wi—y) =3 (le yi) =1— Z(yliyjh (= 1— Streuung, die trotz Regression verbleibt /
> (yi—v) > wi—y) Gesamtstreuung)

Es kann nun gezeigt werden, dass B mit 2 iibereinstimmt.
Aus der Rechnung auf der vorigen Seite entnehmen wir:

Slei-md)? = Y- ELT iy

> d? i
Xlei—md)? _  (Ced)
> € eiyd?
(X ed)  _  X(ei—mdi)?
Zefzdf 2612 di:l‘iff
72 B e =Y -y
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In der Korrelationsanalyse wird der zumeist lineare Zusammenhang zweier Merkmale untersucht.
Ein Maf fiir die Stérke der Abhéngigkeit ist der Korrelationskoeflizient.

In der Regressionsanalyse wird die Art des Zusammenhangs durch eine Funktion erfasst.
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