Galois-Theorie  Anfange

Evariste Galois (1811-1832) entdeckte als 20-Jéhriger, dass mit dem Gleichungsauflosen durch Wur-
zelterme eine wiederholte Untergruppenbildung einer speziellen Permutationsgruppe der Losungen
(Galois-Gruppe) einhergeht. Emil Artin (1898-1962) bewies um 1930 auf vollig neuartige Weise
diesen Zusammenhang. Er erwies sich von grundlegender Bedeutung fiir die Untersuchung alge-
braischer Strukturen.

Wir gehen von der biquadratischen Gleichung

2t -5 +3=0 aus und deren (mit u = 22 einfach zu ermittelnden) Losungen:

.1'1/2 =+ 10—'—2\/ 13
T3/4 = +4/10 — 24/13

Dabher gilt (Satz von Viéta):
2t =522 +3 = (v —21)(x — 32) (v — x3) (7 — 14)
= 2 — (z1 + T2 + 23 + 14)23
+ (2179 + T1T3 + ToT3 + T1Ty + ToTy + T3T4) T

— (T1Tow3 + T1T2T 4 + T1XT3T4 + ToT3T4)T + T1ToT3Ty

und insbesondere fiir die Gleichung;:

Ti+ Ty +x3+14= 0

T1To + X123 + ToX3 + T1X4 + Toly + T3T4 = —H
T1X9X3 + X1Toxy + T123T4 + ToT3xy = 0
T1X9X3T4 = 3

An der Zerlegung der Gleichung in Linearfaktoren ist zu erkennen, dass diese Identitéiten auch bei
einer Vertauschung (Permutierung) der Losungen bestehen bleiben. Entsprechende Uberlegungen
konnen fiir jede Gleichung mit verschiedenen Losungen angestellt werden. Die 4! Permutationen
bilden eine Gruppe.

Beziehungen, die charakteristischer fiir die Losungen sind, lauten:

T+ w2=0 x3- a3 =3

T3+ 14 =0 x3-23 =3

2?22 =3 (22314 +5)% =13
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Galois-Gruppe

Wenn wir jetzt nur an denjenigen Permutationen interessiert sind, die diese Identitédten beriick-
sichtigen, d.h. die Identitédten in sich oder auf andere iiberfiithren, so fallen von den 4! die meisten
heraus und es verbleibt die 8-elementige Gruppe, die von o1 = (12) und oy = (1324) erzeugt wird

und zusitzlich die Permutationen o3, 03, 03, 09 0 0y (zuerst oy), 03 0 0y, 03 00y enthélt:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
o= 2 = of = —id
2 1 3 4 3 4 2 1 1 2 3 4
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Diese Permutationen beriicksichtigen alle polynomialen Losungs-Beziehungen mit Koeffizienten in
Q. Sie bilden daher die Galois-Gruppe G der Gleichung

2t =522 4+3=0.

Nach Galois kann der Nachweis mit einem Polynom erfolgen (Algebra fiir Einsteiger, Bewersdorff),

LT (¢ = (muzrq) + mazrie) + mswes) + mazo) ) = 5 — 100° + 3118¢* — 30900£> + 5625

T€G

wobei die m; so gewéhlt werden, dass die Terme m 2,1y + MaZr(2) + M3Tr(3) + MyTr(q) fiir alle 4!
Permutationen paarweise verschieden sind, hier z.B. m; = 1, mo = —2, mg = 3, my = 4.
Man beachte, dass das Polynom dann stets ganzzahlig ist.

Wir ndhern uns schrittweise den Losungen und fiigen Q die Wurzel v/13 hinzu. Nun sind zusétzlich
aussagekréiftigere Beziehungen wie

20129 +5 =13
2304 + 95 =+13

moglich. Sie werden nur noch von der Hélfte der Permutationen beriicksichtigt, und zwar von der
Galois-Untergruppe: o7 = id, 02, 03001, 05 0 0y.
Es kann bewiesen werden, dass das Adjungieren einer m-ten Wurzel die Galoisgruppe auf den m-

ten Teil verkleinert. Das sukzessive Hinzufiigen der Wurzeln /10 + 24/13 und /10 — 24/13 fiihrt

wegen der weiteren zwei Halbierungen zur IdentiQtiit.



Galois-Gruppe

Wie sehr die Galois-Gruppe die Eigenschaften der Losungen erfasst,
zeigt die biquadratische Gleichung

' =522 +5=0 mit den Losungen:

T1jo = i% 104+ 2v/5
T34 = i% 10— 25

Die Galois-Gruppe besteht aus lediglich 4 Elementen: o = (1324), o2, o3, o* =id
Maple verfiigt iiber die Anweisung galois(z* — 522 + 5).
Es muss zwei polynomiale Losungs-Terme geben, die mit der Permutation (12) nicht vertriglich

sind. Wir finden:

5
)

9011’3@% - ff%)

9021’3@5 - ff%)

Im Unterschied zur vorigen Gleichung x*—5x?+43 = 0 kann z.B. 23 durch z; ausgedriickt werden:

\/10_2\/§:i

10 +2v/5

Im Korper Q(\/g, V10 + 2\/5) sind daher schon alle Lésungen enthalten.

Die Adjunktion von v/5 zu Q fithrt zur zweielementigen Galois-Untergruppe {id, 02}.
o3 fillt heraus, beachte hierzu:

T1T3 = \/5
Ty = \/3
T1Tyq = —\/5
T3 = —\/3

Jede Permutation der Galois-Gruppe kann auf genau eine Weise zu einem Automorphismus von
Q(x1/2,w3/4) (Zerfallungskorper), der die Elemente von Q festlésst und die x; vertauscht,
fortgesetzt werden. Die Bezeichnung wird beibehalten.

0'2(\/5) = 0'2(33'1)0'2(.1'3) = ToTy4 = \/g
legt die Vermutung nahe, dass der Fixpunktkorper der Automorphismen-Untergruppe {id, o2}

der Kérper Q(v/5) ist. Er besteht aus allen Elementen a + b+/5 mit a,b € Q.
Quotienten konnen diese Form auch annehmen (erweitern und 3. binomische Formel beachten).

Dass Q(+/5) der Fixpunktkorper von {id, o2} ist, kann mit der Galois-Theorie nach Artin mit

[Q(z1/2, 7374) : Q(V5)] =|{id, 0*}|= 2 bestiitigt werden.
Allgemein gehort zu jeder Untergruppe der Galois-Gruppe ein Zwischenkorper (Fixpunktkorper).
Die Umkehrung gilt auch. Sie ist eindeutig.
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Galois-Theorie  Anfange

Die Automorphismen der Galois-Gruppe bilden Q(+v/5) auf sich ab, da mit

V5-v5 =5 und somit o(v/5)-0v5) =5 fiir o(v/5) nur +v/5 oder —/5 infrage kommen.
Die von der Identitéit verschiedene Abbildung lautet daher: o(a + bv/5) = a — by/5

Der Fixpunktkérper L C E zu einer Galois-Untergruppe U kann (meistens) auf einfache Weise
ermittelt werden. Sei z.B. U = {7y, 72, 73, 74}

Fiir jedes Element e aus E bleibt die sogenannte Spur S(e) = 71(e) + m2(e) + 13(€) + 74(€)
durch alle Abbildungen aus U fix (7, o U = U).

Zu jedem Element [ aus L kann ein passendes e; aus E gefunden werden mit S(e;) =1
(beachte: S ist linear).

Mit einer Basis {e1,es,...e,} fir E wird L daher von {S(e1),S(ez),...,S(en)} erzeugt.
Diese Elemente miissen nicht alle verschieden sein.

Betrachten wir noch einmal die Galois-Gruppe der Gleichung

=522 +3=0
G={0,=(12), 0y = (1324), 0 =id, 03, 03, 03001, 03001, G007 }
und ihre Galois-Untergruppe: U = { 0%, 03, 0900, 05007 }

nach der Adjunktion von /13.

Wir gehen davon aus, dass L = Q(v/13) der Fixkérper von U ist
und dass fiir o € G gilt: o(L) =L

Rechenbeispiele wie

(03)to (05 00))00s =0900, €U
~——
el

(0200y) too2o (0500)) =03 €U

deuten darauf hin, dass die Untergruppe U in einer besonderen Beziehung zur Galois-Gruppe G
steht.

Um das aufzudecken, schauen wir uns an, was die Abbildung 0™ o700 (0 € G, 7 € U) auf dem
Zerfallungskorper speziell auf der Teilmenge L bewirkt.

Die Abbildung muss wieder ein Element von G sein. ¢ bildet L auf sich ab, 7 verdndert nichts,
o~ ! macht die Abbildung wieder riickgingig.

Die Elemente von L bleiben also fest, d.h. 07! o 7 0 ¢ muss mit einem Element aus U iiberein-
stimmen. Wir erhalten 6 'oU oo = U fiir ¢ € G (in endlichen Gruppen haben die Nebenklassen
U, aU, Ub gleich viele Elemente).

Die Untergruppe U ist also ein Normalteiler von G.
Mit dieser einschréankenden Bedingung kann letztendlich nachgewiesen werden, dass es Gleichungen

fiinften Grades gibt, die nicht mit Wurzeltermen auflésbar sind, wie z.B. 2° —x + 1 = 0,

2® — 2 4+ 2 = 0, deren Galois-Gruppe aus allen 5! Permutationen bestehen.
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Algebraische Korpererweiterung

Wir betrachten noch einmal die Gleichung

2t =522 +3=0 und deren Losung

r1 =10+ 2/13

Die Elemente des Kérpers Q(z;) besitzen die Darstellung a + bz + cx? + da?
und bilden einen Vektorraum mit der Basis {1, z, 2%, x3}.

Eine durch Multiplikation entstehende Potenz z{ kann durch 5z% — 3 ersetzt werden,
z? durch 5z? — 3z, usw.

Aus anderer Sicht werden den Elementen des Polynomrings Q|x]
Nullelemente (x} — 522 + 3) - p(x1) mit p(z1) € Q[z;] hinzugefiigt.
Es entsteht der Restklassenring Q(z1) = Q[z1]/(f(x1)).

1

?
3} + 1z

Wie erfolgt die Division, z.B.

Der Euklidische Algorithmus (Maple gedex

—~

)) liefert

1:(%+%x2)(x4—5x2+3)+($—%$3)($3+$) und damit
1 . —2903
x:{’—l—xl - 91

Offensichtlich fiihrt die Adjunktion einer anderen Lésung zu einer isomorphen Kérpererweiterung.



Transitivitat

Sei p(x) ein irreduzibles Polynom mit den verschiedenen N ullstellen @y, o, ..., @;.
Greifen wir 2 Nullstellen z* und 2** heraus, so gibt es aufgrund der Uberlegungen zur algebraischen
Korpererweiterung einen Isomorphismus

K(z*) N K(x*™) mit  o(z*) = x**,

o kann (auf verschiedene Weisen) zu einem Isomorphismus auf dem Zerféallungskorper K (xq, o, . . ., x,)
fortgesetzt werden und gehort somit zur Galoisgruppe G von p(z) (G operiert transitiv auf den
Nullstellen). Dieses Wissen ist bei der Bestimmung einer Galoisgruppe hilfreich.

Die Fortsetzung von o erfolgt durch schrittweise Adjunktion der {ibrigen Nullstellen.

Kot o) = K@) (@) L K@) (@)  mit o*(z) = o

Hierbei ist xy eine (beliebige) Nullstelle mit x ¢ K(z*).
x; muss dann so gewéhlt werden, dass eine isomorphe Struktur entsteht.
Bei genauerer Hinsicht wird klar, welche Nullstellen welchen Polynoms hierfiir nur infrage kommen.

Die Struktur von K (z*)(xy) wird durch das Minimalpolynom von xj bestimmt (es teilt p(z) in
K (x*)[z]). Die Nullstellen des unter o isomorphen Bildes dieses Polynoms sind fiir z; geeignet.
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Algebraische Elemente

Sei [ ein Element eines Zerfallungskorpers L iiber K.
Wie sieht das Minimalpolynom p(z) von [ aus?

Mit | wére auch o(() eine Nullstelle fiir 0 € G (Galoisgruppe).
Nehmen wir an, dass hierdurch & verschiedene Nullstellen vorliegen (Bahn).
Das Minimalpolynom hétte dann in L (auch) die Linearfaktoren (x — 0;(1)), i =1...k.

Deren Produkt ergibt bereits das Minimalpolynom
k

p(z) = H(:p — o)) = 2" + ap_1 2"+ .+ ay.
i=1
Es ist nachzuweisen, dass die Koeffizienten aus K sind.
Aus der Produktdarstellung ist ersichtlich, dass die Automorphismen von G das Produkt
in sich tiberfiithren. Fiir die Koeffizienten von p(x) gilt dann o(a;) = a; fir o € G,
d.h. dass sie im Fixkorper K liegen.

Im Ubrigen wird |G| von k geteilt.

Hierzu ist die Anzahl der verschiedenen Bilder o(l) mit ¢ € G zu ermitteln.

Die Elemente einer Nebenklasse der Untergruppe U = {0 € G| o(l) = [}, deren Abbildungen
[ unverdndert lassen, fithren zum selben Bild.

Die Anzahl der Nebenklassen teilt die Ordnung von G.

Fiir ein algebraisches Element ¢, dass den Zerfiallungskorper erzeugt (primitives Element),
fir dass also L = K (1,9, ...,2,) = K(t) gilt, eignet sich die Darstellung:

t= M1 + Mol + M3T3 + Myly
Die m; € K sind so zu wéhlen, dass die Linearfaktoren von

p(x) = [[ (@ =a®) = T (= = (mizoq) + mawo(a) + mazogs) + maton))

oG ocG
verschieden sind, p(x) somit den Grad |G |= [L : K] hat.

Sei L = Q(z1, zo, 3, 24) der Zerfillungskorper des Polynoms z* — 522 + 5 (siehe Seite 3).
Wir wahlen m; =1, mgs =0, mz =1, my = 0.

Die Elemente aus L konnen dann polynomial in ¢ = x; + x3 dargestellt werden.

t ist Nullstelle von p(z) = z* — 1022 + 5.
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Primitives Element

Um fiir eine Korpererweiterung die Existenz von ¢ mit K (g, as, ..., a,) = K(t) zu beweisen,
reicht der Nachweis fiir n = 2 aus: K(a, f) = K(t)
K(aq,ag,a3) = K(oq, a9)(a3) = K(t, a3) zeigt, wie es weiter ginge.

Ein naheliegender Ansatz fiir ¢ wére eine Linearkombination von « und 3, oder vereinfacht:
t=a+mp

Um K(«, 5) = K(a+ mf) zu erhalten, ist das m so zu wihlen, dass f € K(a + mf3) ist.

Dann wére auch a € K(« + mf) und die Gleichheit ersichtlich.

Statt € K(a+mpB) wird (x — 5) € K(t)[z] gezeigt.

Hierzu werden zwei Polynome mit Koeffizienten in K (t) benotigt, deren einzige gemeinsame Null-
stelle 8 ist. Ihr grofter gemeinsamer Teiler (z — ) kann mit dem euklidischen Algorithmus in K ()
ermittelt werden.

Sei f das Minimalpolynom von 8 mit den Nullstellen 3, 5, ..., 3.

Mit dem Minimalpolynom g von « erhalten wir mit g(« + mp — bz) ein weiteres Polynom mit der
Nullstelle 3, beachte g(a) = 0. m wird nun so gewéhlt, dass sich die Nullstellen 74, dieses Polynoms
von den Nullstellen Sy, ..., §; unterscheiden. Dies ist moglich, wenn K als unendlich vorausgesetzt
wird (nur fiir eine endliche Anzahl der m/'s gibt es eine Ubereinstimmung: o 4+ mpB — byx = B).
Damit der grofite gemeinsame Teiler (x — 3)* die Vielfachheit & = 1 hat, muss 3 noch als separabel
(nur einfache Nullstellen) vorausgesetzt werden.

Von den Elementen oy, g, . . ., ay, muss daher eines (z. B. ;) algebraisch und die iibrigen separabel
sein. Ein primitives Element existiert dann in der Form: t = oy + moas + ... + mpay,

Anzumerken bleibt noch:

In einer endlichen Korpererweiterung L : K gibt es zu jedem Element o € L ein n € N, so dass
die Elemente «, a?, ..., o™ linear abhiingig sind. Hieraus ergibt sich ein Polynom in K[z] mit «
als Nullstelle. « ist somit algebraisch.

Um fiir algebraische Elemente a und  das Minimalpolynom der Summe zu ermitteln, sind daher
Potenzen (a+ B)* fiir k < [L : K] auszurechnen und zusammenzufassen, ein lineares Gleichungs-
system zu 16sen und im sich ergebenden Polynom den irreduziblen Faktor mit der Nullstelle (a+ /)
zu bestimmen.
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°—2=0

Die fiinf Losungen dieser Gleichung lauten v/2¢%, i =0...4,
wobei die ¢* die 5-ten Einheitswurzeln sind.

CQ

CO

C3
&4

Die Galois-Cruppe G(Q(+/2,¢) : Q) besteht aus 20 Automorphismen,
die auf folgende Weise ermittelt werden kénnen.

Die Abbildungen aus G(Q(¢) : Q) sind durch ¢ — (%, i = 1...4, bestimmt.
G(Q((v/2,¢) : Q(¢)) besteht mit o(+v/2) = (+v/2 aus den Abbildungen {id, o, 02 0% o}.

Die Elemente 7 € G(Q(¢) : Q) konnen auf einfache Weise auf Q(v/2,¢) mit 7*(a) = a
fir a ¢ Q(¢) fortgesetzt werden.

G(Q(v/2,¢) : Q) setzt sich somit aus der Verkettung der fortgesetzten Elemente aus G(Q(C) : Q)
mit denen aus G(Q(v/2,¢) : Q(¢)) zusammen.

Das Vorgehen ist allgemeingiiltig. Die Galois-Gruppe einer endlichen Galoiserweiterung K : k£ kann
so bestimmt werden, falls fiir einen Zwischenkorper L die Galois-Gruppen G(K : L) und G(L : k)
bekannt sind.

Fiir t = ¢ + v/2 erhalten wir das Minimalpolynom

p) =[] (z=o) = I] (z-¢~¢-¥2)
e .

=120 4 5¢19 4 15¢18 4+ 35417 4 70416 + 13¢5 + ... +40t* — 25513 — 45¢% + 135t + 81
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