
Erwartungswert

In Aufgabe 24 (siehe Pfadwahrscheinlichkeiten) ist jedem Elementarereignis ein Reingewinn zugeordnet.

Eine Funktion, die jedem Elementarereignis eine Zahl zuordnet, heißt Zufallsvariable.

Sie wird mit einem großen Buchstaben wie X, Y , Z bezeichnet.

Betrachten wir hierzu ein einfaches Beispiel:

Eine Münze mit den Seiten 0 und 1 wird 3mal geworfen. Die Anzahl
der Einsen sei mein Gewinn. Die Menge der Elementarereignisse be-
steht aus 8 Elementen: Ω = { 000, 001, ... , 111 }. Sei X die Anzahl
der Einsen für ein Elementarereignis, z.B. X(011) = 2, X(010) = 1,
X(000) = 0. Mein Gewinn X ist eine Funktion auf Ω.
Das Diagramm veranschaulicht die Funktion.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass mein Gewinn 0 (1, 2, 3)
beträgt?
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Da die Elementarereignisse alle die Wahrscheinlichkeit 1/8 haben,
kann die Tabelle leicht aufgestellt werden:

Gewinn 0 1 2 3

Wahrscheinlichkeit
1
8

3
8

3
8

1
8

Diese Tabelle heißt Verteilung der Zufallsvariablen X.

Die Verteilung einer Zufallsvariablen ist die Liste ihrer Werte mit den zugehörigen Wahrscheinlichkeiten,
sie kann durch ein Streckendiagramm oder durch ein Histogramm veranschaulicht werden.
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Mit welchem Durchschnittsgewinn ist nun je Versuchswiederholung zu rechnen?
Dieser wichtige Wert heißt Erwartungswert der Zufallsvariablen X.

Nehmen wir an, es werden n Spiele gespielt. Nach der Häufigkeitsdeutung der Wahrscheinlichkeit wird

der Gewinn 0 etwa
1
8 · n, der Gewinn 1 etwa

3
8 · n eintreten.

Der Gesamtgewinn ist ungefähr
1
8 · n · 0 +

3
8 · n · 1 +

3
8 · n · 2 +

1
8 · n · 3

und daher ist der Durchschnittsgewinn pro Spiel:
1
8 · 0 +

3
8 · 1 +

3
8 · 2 +

1
8 · 3

Nimmt eine Zufallsvariable X die Werte x1, x2, ... , xn mit den zugehörigen Wahrscheinlichkeiten

p1, p2, ... , pn an, so ist der Erwartungswert: E(X) = x1p1 + x2p2 + ... + xnpn.

30. Zwei Würfel werden geworfen. X sei die geworfene Augensumme. Geben Sie die Verteilung der
Zufallsvariablen X an, zeichnen Sie ein Streckendiagramm und berechnen Sie den Erwartungswert.
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Erwartungswert

Sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilung:
x1 x2 x3 x4

p1 p2 p3 p4

Die Verteilung kann immer als Massenverteilung gedeutet werden.
Die Gesamtmasse 1 wird auf die Punkte xi verteilt. Dabei wird dem Punkt xi die Masse pi zugewiesen.
Der Schwerpunkt µ charakterisiert die Massenverteilung.
Nach dem Hebelgesetz müssen die links- und rechtsdrehenden Momente gleich sein.

p1 p2 p3 p4

x1 x2 x3 x4

µ
△

(µ− x1)p1 + (µ − x2)p2 = (x3 − µ)p3 + (x4 − µ)p4

Durch Auflösen nach µ und unter Berücksichtigung von p1 + p2 + p3 + p4 = 1 folgt:

µ = x1p1 + x2p2 + x3p3 + x4p4
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