Axiomensystem von Kolmogorow

In der Mathematik werden Begriffe (z. B. die Ableitung einer Funktion, die bedingte Wahrscheinlichkeit
usw.) mit Hilfe einfacherer Begriffe definiert, die wiederum mit noch einfacheren definiert worden sind.
Analog dazu werden mathematische Sitze mit Hilfe anderer math. Sitze bewiesen, die ihrerseits ... .
Diese Zuriickfithrung lédsst sich nicht unbegrenzt fortsetzen. Am Anfang jeder math. Theorie stehen
daher grundlegende Begriffe, die nicht weiter erklart werden, und grundlegende Beziehungen zwischen
den Begriffen, genannt Axiome, die nicht weiter bewiesen werden kénnen.

1933 hat der russische Mathematiker Kolmogorow gezeigt, dass drei Axiome geniigen, auf denen die
Wahrscheinlichkeitsrechnung aufgebaut werden kann.

Wir betrachten eine Menge 2 und das System der Teilmengen von ). P sei eine Funktion, die jeder
Teilmenge eine reelle Zahl zuordnet. P erfiillt folgende Bedingungen:

Axiome: 1. P(E) >0 fiir alle Teilmengen von Q, E C Q
2. P(Q)=
3. P(AUB)=P(A)+P(B) firA, BCQ und ANB=10

Folgerungen aus dem Axiomensystem: A, B, C' C Q)
a) P(A)<1
b) P(A)=1-P(A)

¢c) AcCcB = P(A)<P(B)
d) P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANDB)
e) P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)-—P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNC)

Gesetze der Mengenalgebra: 1) AnB=BnNnA Kommutativgesetze
AUB=BUA
2) (ANnB)NnC=An(BnNAC) Assoziativgesetze
C enthalten (ist Teilmenge) (AUB)UC =AU (BUCQC)
U  vereinigt 3) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) Distributivgesetze
N geschnitten AU(BNC)=(AuB)N(AUQC)
()  leere Menge 4) An(AuB)=A Absorptionsgesetze
AU(ANB) =4
5 ANnB=AUB De Morgan-Gesetze
AUB=ANB
6) A :_j Komplementgesetze
ANA=0
AUA=Q
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Unabhéangigkeit  Vier-Felder-Tafel

4 1
PA) =51 =%
8 1
PB) =5 =3
1 X B A
_ 2 _ 1
P(ANB) = % 5 Ty

Nehmen wir an, wir wissen, dass das Ereignis B eingetroffen ist.
Wie grof} ist dann P(A | B), d.h. die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung von B?
Statt A als Teil von € zu betrachten, ist nun der Anteil von A N B an B zu bestimmen.

_ ANB _ P(AnB) _ 1 , _ ANB B
P(A|B) = 5T Pm) 16 beachte: P(ANB) = 0 und P(B) = 0

Gemeint sind die Flicheninhalte.

P(AN B)

Mit P(A|B) = =5

wird die Grundmenge auf B reduziert. Die Division durch P(B) bewirkt
eine Normierung zu 1.

P(ANB)
P(B)
so hitte das Vorliegen von B keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit von A,

A wére von B unabhéngig und umgekehrt.

Wire P(A|B) = P(4), d.h. = P(A) oder P(ANB) = P(A)-P(B),

FEinem Baumdiagramm ist die Unabhéngigkeit der Ereignisse:

in der ersten Stufe tritt A auf,

in der zweiten Stufe tritt B auf,
sofort zu entnehmen. Wenn die Wahrscheinlichkeiten nicht vom
Ausgang des 1. Versuchs abhéngig sind, dann sind die Teilbdume
auf der 2. Stufe identisch (siehe Blatt Unabhéngigkeit).

Mit einer Vier-Felder-Tafel kann die Unabhingigkeit H B ‘

zweier Ereignisse A und B auf mehrere Weisen

B
iiberpriift werden, z.B. é a b a+b
1. P(ANB) = P(A)-P(B) +— %:a:b.aic A c d c+d
2. P(A|B) = P(A|B) = % = % | atc | b+d [s=a+btctd
' atc  b+d
3. ad = bc (Begriindung durch Termumformungen)
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Aufgaben

1. Von den 100 Abiturienten des Priifungsjahrgangs erreichen die 24 Jahrgangsbesten eine
Gesamtnote, die mit einer 1 vor dem Komma beginnt. Es werden die Ereignisse ,,Ein zu-
fallig ausgewéhlter Abiturient gehort zu den 24 Jahrgangsbesten® und , Ein zufillig aus-
gewihlter Abiturient ist weiblich“ betrachtet.

a) Zeigen Sie, dass die beiden Ereignisse stochastisch abhéngig sind, falls sich im gesamten
Priifungsjahrgang 37 und unter den Jahrgangsbesten 11 Frauen befinden.

b) Wie viele Frauen miissen unter den 24 Besten und wie viele unter den gesamten 100
Abiturienten sein, damit obige Ereignisse stochastisch unabhingig sind? Bestimmen
Sie alle Moglichkeiten. Eine reine Knaben- bzw. Médchenschule kann auf Grund der
in Aufgabe 1 genannten Schiiler ausgeschlossen werden (aus Abitur Bayern GK 2004).

2. In einem Supermarkt werden Joghurtbecher angeboten. Die Lieferung der Becher erfolgt
auf Paletten zu je 200 Stiick. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Becher beschidigt und
somit unverkauflich ist, betrigt 5%. Die beschidigten Becher weisen ausschlieflich folgende
Schéden auf:

E: ,Aludeckel eingedriickt* oder

G: ,Becher gebrochen”.

Der Schaden FE tritt bei 4% aller Becher, der Schaden G bei 40% der beschéidigten Becher
auf.

a) Ermitteln Sie, ob die Schidden E und G unabhiingig voneinander auftreten.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Becher, dessen Deckel eingedriickt ist, gebrochen
(aus Abitur Bayern LK 2001)?
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Losungen:

1. a Frauen unter den 24 Besten,
b Frauen insgesamt,
a/b=6/25 (a; b), (6;25), (12; 50), (18; 75)

2. a) abhéngig
b) 0,25



