Schatzung des Erwartungswerts

Um den unbekannten Erwartungswert einer Zufallsvariablen zu schétzen, fithren wir das zugehorige
Zufallsexperiment n-mal durch und bilden den Mittelwert X der Stichprobenwerte. Es soll gezeigt
werden, dass gilt:

E(X)=FE(X) und
1

V(X) = % V(X), dh T oy

ox =
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Die mittlere Abweichung von X zum Erwartungswert ist also nur — -mal so grofl wie die Standard-
n
abweichung von X. Dies kennzeichnet die Giite der Schétzung.

Die Zufallsvariable X mit der Verteilung;: k H 1 ‘ 2 ‘
1 2
PX =5 H 3 Y 3 Y
hat den Erwartungswert E(X) = - und die Varianz V(X) = g .
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und erhalten das Erwartete: FE(X) = 3 V(X) = 9

X1, Xo sind hierbei unabhingige (d.h. nur von der Stelle abhéngige) Zufallsvariable, definiert auf
der Menge aller Wertepaare. X;j, X2 haben dieselbe Verteilung wie X.
Insbesondere ist F(X;) = F(X32) = E(X).

Begriindungen fiir n = 2 (fiir beliebige n entsprechend):

-~ X1+ X5

B(X) = B(= E(X1)+ E(Xy) _ E(X)+E(X)

) = BB _ BEOLEE) _ gy

Leicht zu zeigen ist: V(aY) = a2V (Y)

-~ X1+ X5

V(X) = V( V(X)) +V(Xy) V(X)+V(X) V(X)

5 )~ 1 4 )

Es fehlt noch der Nachweis von:

V(X1 4+ Xo) = V(X1) +V(X2)



Schitzung des Erwartungswerts, Fortsetzung

Wir verwenden (siehe Varianz der Binomialverteilung): V(Y) = E(Y?) — (E(Y))%

V(Xl +X2) = E((Xl +X2)2) - (E(X1+X2))2
= E(XIQ) +2E(X;-Xo) —|—E(X22) — (2E(X))2

= B(X?)—(BE(X))? + BE(X?)) — (BE(X))?,  weil 2E(X;-X3)-2(E(X))*=0

= V(X1) + V(X2)

Zum Schluss fehlt noch die Begriindung der verwendeten (allgemein fiir unabhéngige Zufallsvariablen
giiltigen) Beziehung:

E(Xy - X3) = E(Xy) - E(Xy)

Sei hierzu die Verteilung von X gegeben durch k H a ‘ as ‘ as ‘
P(X =k) H b1 .pz .p:s .

p1 (a1) p1 (a1)

p2 (a2) p2 (a2)

p3 (as) ps (a3)

X1, Xo haben wieder die gewohnte Bedeutung.

Mit E(X) = aip1 + asp2 + asps ergibt sich:

E(X1)-E(X2) = (aip1+ agp2 + asps) - (a1p1 + azp2 + azps)
= Klammern auflosen

E(X; -Xy) = Hier stehen dieselben Summanden.

X1 - Xo nimmt z.B. das Produkt ajas mit der Wahrscheinlichkeit pips an.

Nun ist zu erkennen, woher die Ubereinstimmung riihrt.



Schétzung der Varianz

Die Varianz ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen (X — )2, wobei E(X) = u ist.
Es liegt daher nahe, die Varianz mit dem Mittelwert

S* — [(XI_M)2+ +(Xn_:u)2]

SRS

zu schétzen. o
Jedoch ist im Allgemeinen der Erwartungswert p nicht bekannt. Daher wird p durch X ersetzt.

Wir vermuten fiir 1 _
S = = [(X1 = X)*+ o + (X, — X)?]
E(S™) =V(X). n

Fiir das Beispiel am Anfang ist E(S**) = %, jedoch V(X) = g .

Formulierung: Die Schétzgrofle S™ ist nicht erwartungstreu.
Nun ist es erfreulicherweise moglich S** geringfiigig abzuéndern, damit ihr Erwartungswert V(X)) ist.
Um die Anderung zu erkennen, muss F(S**) allgemein ausgerechnet werden. Das ist etwas aufwindig.

g % (X1 =X+ o+ (X, — X)?]
= L[ -20X XY+ o+ (X2 - 2XX + X))
=[x X)X X
1

—

= —[X?+ .. +X2 - n-X?
n

E(5*) = o?+p? — BE(X?) beachte: 02 = B(X?) —pu? = FE(X?) =o0?+ >
1
= o242 - = E(X?24+ . 4+ X2 + 2X1Xo+ ... +2X,1X,)

<n> = M Summanden

2 1-2
= o?+u? - % [n‘(UQ—I—,uQ)—Fw -2u2] beachte: E(X;Xy) = pu?> (i #k)
= @) -
_ n—102
n

Der aufgedeckte Mangel lésst sich fiir n > 1 leicht beheben. Fiir grofle n kann er vernachléssigt werden.

Wir multiplizieren S** mit r . und erhalten fiir die Varianz die erwartungstreue Schitzgrofle:

§2 = L [(X1-X)2+ o+ (X —X2]  mit

n—1
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