Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr.1 — Briicke groRer Belt

a) Wahle das Koordinatensystem so, dass der tiefste Punkt der Briicke die Koordinaten
D(0|3) hat. Eine Pfeilerspitze hat in diesem Koordinatensystem die Koordinaten
P(812|189) (Begrindung: 812 = 1624/2 und 189 = 254 — 65)

Mit dem Ansatz f (x) = ax® +c folgt der Funktionsterm f (x) = 0,000282x°* +3
b) Mit dem Ansatz g(X) = a><(ebX +e bx) folgt der Funktionsterm
g(x) =1 5>(eo,oo59®< + e—0,00596x)

Begrindung:
Esgltg(0) =a:2=3U a =15, dadas Koordinatensystem gleich gewahlt bleibt.
AuRerdem: g(812) =15x(e*®* +e#%*) =189

18 _ 1

Substituiere; u=¢€%? p 5 =u+=U u?-126u+1=0
u

u,, =63++3968 ; U, »12599, u, » 0,0079

Und mittels Riicksubstitution: b » '”Z’% » 0,00596

c) Die Funktion g(x) modelliert den Verlauf des Kabels genauer, weil der Graph im
Bereich des grofdten Durchhangs flacher verlauft.
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d) Esgilt f (X) =0,000564x und somit f (812) » 0,46 und

g (X) =0,00894 X299 . g 0959y nd somit g (812) » 1,13
Die Skalierung wird in vertikaler und horizontaler Richtung gleich sein, die Steigung
entspricht an den Pfeilerspitzen eher dem Steigungswert 1,13 von g.

€) Nimmt man die Funktiong, so gilt fir die Lange des Tragseiles Nr.7.

g(812- 7:27) = g(623) » 61,51

und fur die Funktion f : f(812- 7:27) = f(623) » 112,45

Vergleicht man diese Langen mit dem Bild und der Lange des Pfeilers tiber der
Fahrbahn 189 m, so modelliert jetzt die Funktion f das Seil besser.

f) Gesucht ist das Maximum der Funktion f (x) - g(X) . Dies liefert bei numerischer Be-
rechnung den Wert x = 0, dort befindet sich aber ein Minimum der Differenzfunktion
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Zeichnerisch ermittelt man mittels Zoom ungeféhr eine Maximalstelle bel x » 613, die
grofde Abweichung liegt a'so zwischen dem 7. und 8. Sail.



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 2 — Forellenzucht

a)

b)

c)
d)

Die Forellen erreichen nach zwei Jahren eine durchschnittliche Lange von 25cm und
sind dann ausgewachsen. Dem Anwachsen ist also eine natirliche Schranke S gesetzt. Die
Zunahme pro Zeiteinheit wird umso geringer, je mehr sich der momentare Bestand

f (t) der Schranke néhert, je kieiner also die Differenz |S- f (t)|ist. Zur Modellierung ist

die Annahme berechtigt, dass die momentane Wachstumsgeschwindigkeit f (t) propor-
tional ist zur Differenz S- f(t),adso f (t) =k XS- f(t)) mitk>0.

Zur Losung dieser Differentialgleichung des beschrankten Wachstums macht man den
Ansatz f (t) =S- cxe’™.

Esgilt Itgrgé f,(t)=S=25

Weiter f,(0)=25- c=0,20 Czlz?“
und f,(10)=25- 20 =0 9p Kk =- L&y 209 258 29, 0047
S 10§ é 12405

Nimmt man andere Wertepaare der Tabelle, so gibt es geringfiigige Anderung bei den
Nachkommastellen.
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Fir den Mittelwert gilt m = 4—3><(‘)f1 (tdt = f,(4) - f,(3) » 2,587
- 3

moglicher Ansatz: h, (t) =ax® +bx? +cx +d fuhrt auf das Gleichungssystem:



h(=a+b+c+d=55

h (4) =64a+16b+4c+d =2,6
h (6) = 216a+36b+6¢c+d =1,6
h (8 =512a+64b+8c+d =1

Mit dem CAS ergibt dies die Koeffizienten

a»-0,00619 ; b» 016143 ; c»-16431; d » 6,9886

Diein Teil €) gegebene Funktion modelliert den Sachverhalt besser.
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relevanter Bereich
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e Ansatz h,(t)=cx "

f)

9)

h)

l. hz(l):c>e-k =55 : Il h2(4)=C><e'4k =26

I1. auflésen nach ¢ und einsetzen in |.

-k
55= 2,6><e_—4k =26x*p k= §><| 85—29» 02497 b c= 420623497 7,06
e 1 (%] e

Die Zeichnung zeigt, dass der exponentielle Ansatz das L angenwachstum Uber 24 Mo-
nate besser beschreibt, da der Graph auch jenseits von ca. 12 Monaten oberhalb der x-
Achse verlauft. Ob die Funktionsanpassung sinnvoll ist, kann man z.B. durch Auftra
gen der Messwerte in ein (X|In(y))-Koordinatensystem sehen.

2,5

) \'\
y =-0,2438x + 1,9407

0 2 4 6 8 10

Alter in Monaten

In(Langenwachstum pro Monat)

Der gewdhlte Ansatz der Exponentialfunktion ist angemessen, es ergibt sich eine Aus-
gleichsgerade im (x|Iny)-Koordinatensystem.

24
&mm“mmL'mB
0 0,2497

>e— 0,2497% Ig4 » 28,2

Die Siegerlander Forelle ist also nach 24 Monaten ungefahr 28 cm lang, es handelt
sichalso um ein gréleres Exemplar.

7,06
hs (t) = 0,2+ oh, (t)dt » 0,2+ 1- "
=02+ o)k » 024572 AL )



Die Veroffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Priifung durch die
Bezirksregierung Diisseldorf und den Mathe-Treff.
Die Lésung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-

Treffs. Wir bedanken uns herzlich fiir die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 3 — Verkehrszahlung
a) Die Abbildung in Teil c) zeigt die Graphen der Funktionen f, f,

b)

Ansatz: f(x)= ax’ + bx*+ cx’ + dx’ t ext f

Bedingungen:

f(0)= 400 = £ =400
f(8)=32768a+ 4096b+ 512¢ + 64d + 8e+ 400 = 2100
Voo B Aus diesen Bedingungen ergeben
S (8)=20480a + 2048b+ 192c+ 16d + e= 0 sich mit Hilfe eines
f(14) = 537824a + 38416b+ 2744c+ 196d + 14e+ 400 = 1600 Computeralgebrasystems die
£'(14) = 1920804 + 10976h + 588¢+ 284 + e = 0 Koeffizienten
£ (17)= 417605a + 19652b+ 867c+ 34d + e= 0 a = -0,04660580707 ;
b= 231668206 ; c = -40,07244995 ; d = 265,2424365

e = -340,0465243 ; f = 400
Gerundet ergeben sich die Werte der Kontrollfunktion, mit der auch weitergearbeitet wird.
f(x)=-0,0466x° + 2,3167x* - 40,07x> + 265,2x> - 340x + 400
c¢) Gesucht wird bei (i) der Hochpunkt der Funktion f - dieser sollte bei guter Wahl von f bei
2100 liegen - ,sowie bei (ii) der Hochpunkt von £
f(x)=-0,233x* + 9,2668x” - 120,21x> + 530,4x - 340
f(x)=-0932x° + 27,8004x° - 240,42x + 530,4
f(x)= -2,796x> + 55,6008x - 240,42

Die Nullstellen der ersten Ableitung sind gerundet x, = 0,8 ; x, = 8 ; x; = 14 ; x, = 17



Die hinreichende Bedingung fiir Extrema ergibt:

£'(0,8)= 3554> 00 TP
f(8)=-909<00 HP
f'14)=56>00 TP
f(7)=-1013< 00 HP

TP(0,8|278) ; HP(8|2100) ; TP(14|1600) ; HP(17]1726)

Die hochste vorkommende Verkehrsdichte lag (wie angegeben) um 8 Uhr.

Die Nullstellen der zweiten Ableitung sind X, * 3,4 ; x, = 15,7 ; x; = 10,7

f(34)=-83,7<0
f(15,7)= -56,7< 0
£7(10,7)= 344> 0

Die Verkehrsdichte nimmt also zwischen 3 und 4 Uhr am schnellsten zu und es gilt
£"(3,4)= 407 (blauer Graph der ersten Ableitung hat dort das absolute Maximum)

=500

d) Der Graph von [ verliuft kurz hinter x = 20 unterhalb der x-Achse, was aber in Hinblick



auf die Aufgabenstellung unrealistisch ist.

Ersatzfunktion:

g(18)= f(18) (Funktionswert soll um 18 Uhr iibereinstimmen)
g (18)= ' (18) (Die Steigung auch)

g(24) = 400

Ansatz: g(x)= ax’ + bx+ c

I. g(18) = 324a+ 18b+ ¢ = 1660,5904

II. g (18)= 36a+ b= -156,2704

1. g(24)= 576a+ 24b+ ¢ = 400

-89713 ; b= 166.6976 ; ¢ = 1566,7456

Wieder mit dem CAS ergibt sich «

2500

Graph von g in rot, Graph von f hier in schwarz.

34000K 2K
34000K7 1416 5% (vgl. violette Gerade

e) Die durchschnittliche Verkehrsdichte betragt 2an



im Bild oben).

Den exakten Wert erhilt man mittels

18 24

Jf(x)dx + Ig(x)dx x 274226+ 6504,8 = 33927,4
0 18

Die Funktionen modellieren den Wert 34000 also recht gut.

£aUuU-

9
f) Anzahl der Kfz von 0 bis 9 Uhr: | f(x)dx = 11781

0

11781
33927.4

Prozentualer Anteil: = 0,347 | also ungefahr 34,7%



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die

Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.
Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr.5—- Graph f, f', F

f(X)=(X*+2x+1)»e* =(x+1) x *

a) Die Achsendurchschlagspunkte sind die Schnittpunkte des Graphen von f mit den
K oordinatenachsen:

y-Achse: f(0)=1 P(0[1)
x-Achse: f(x)=00 x*+2x+1=00 (x+1)?=0P x=-1 N(-1/0)
Verhalten im Unendlichen:

Xlgg¥ f(x)=0 und XIg@n_w¥ f(x) = +¥

relative Extrema

notwendige Bedingung f () =0U (1- x®)xe* =0b x,=1ud x, =-1
hinreichende Bedingung f (x) =0 und f (X)1 0

f(X)=(x*- 2x- Dxe*

f'1)=-2¢"<0 P HPQ| (1), dso HP(1]|4€e™)

f'(-)=2¢">0 b TP(-1| f(-1), dso TP(-1|0)

b) Bild 1 zeigt den Funktionsgraphen, Bild 3 die Ableitung und Bild 2 die
Stammfunktion

Begrindung:

Der Graph in Bild 1 erflllt als einziger Graph das erwartetet Grenzverhalten im
Unendlichen

Der Graph hat die berechneten Hochpunkte, Tiefpunkte und Achsendurch
schlagspunkte

Der Graph der Ableitungsfunktion schneidet die x —Achse an den Stellen, an
denen der Graph von f Hoch bzw. Tiefpunkt hat.

Die Stammfunktion hat an der Stelle -1 einen Sattelpunkt, dort hat die
Funktion f einen Tiefpunkt mit waagerechter Tangente



Die Funktion F(X) = (- x? - 4x- 5) % * + 3 ist Stammfunktion von f, wie man durch
Ableiten von F mittels Produktregel sofort nachweisen kann.

Die Héche reicht ins Unendliche, Grenzen sind also x = 0 und die Gerade x = z.

of (X = F (" =F(2)- F(0) =(- 2 - 4z- B)e* +3~ (-5+3)

Jj@@¥((- 2% - 4z- 5)e* +3- (-5+3)=5

Durch Grenzwertbildung erhdt man den Flacheninhalt 5




Die néchste Abbildung zeigt die Graphen von f und von g(x) = e *, sowie die beschriebene
Teilung der Flache. Berechnet wird nun die Flache unter dem Graphen von g.

g(x]}

3

-2

odx=- e =-e%- (-1)
0

0
im (-& - (1) =1
Durch Grenzwertbildung erhdlt man den Flécheninhalt 1
Oben ergab sich fur die Flache unter dem Graphen von f der Inhalt 5.
Teilverhdtnisistalso 1: 4

d) Dadie Flache zwischen den Graphen von f und g im . Quadranten nach Tell ¢ den
Flacheninhalt 4 hat, muss die Flache im I1. Quadranten zwischen -2 und O ebenfalls

den Flacheninhalt 4 haben. Der Graph von g liegt im 1. Quadranten Gber dem
Graphen von f, deshalb wird

%)(f(x)- g(X))dx< 0 (aso-4)

Gesamtintegralwert ist dann O (es wird also nicht der Flacheninhalt, sondern die
Bilanzsumme berechnet.)






Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 7— Lipnature

a) Bestimmung der Funktionsgleichung
Ansatz fir die achsensymmetrische Funktion vierten Gradesist f,(x) = ax* +bx* +c¢

Bedingungen: f, hat an der Stelle x, =4 eine Nullstelle, dso, f, hat an der Stelle
X =-2 ein relatives Extremum, also f, (- 2) = 0 und der Graph schneidet diey —
Achsean der Stelle y, =2, also f,(0)=2.

. f,(0)=20 c=2

Il. f,(4)=0U ax4* +b>4* +2=0
—_—

mit I.

. f/(-2=00 4xax-2)°%+2%0x-2)=00 -32a- 4b=0

II. 256a+16b+2=0
Il. - 32a- 4b=0

I+ 4:10: 128a+2=00 a=- -+
64

Einsetzenin 1. folgt: - 32>€§' iQ =00 1. =00 bZE
e 64 2 8

2

Alsoig f,(x)=- L irlye o
64 8

b) Schnittpunkte

f, (0= 1,(¥)

Ll ileso=tie op e cia0 xt=256p X, =4

64 8 8 64 ’
Schnittpunktesind S (4]0) und S,(-4]0); diey — Koordinate ergibt sich jeweils
durch Einsetzen von 4 und -4 in f (x) oder f,(X).



Extrempunkte

notwendige Bedingung fur Extrema f,(x) =0
f(x)—-—x +£11x oU x><(-—6x +—) 0b x =0 oder

1,1 -~ .
-—XxX"+=-=0U x*=4U =+2
16 4 %es

hinreichende Bedingung fur Extrema: f,(x) =0 und f,(x)* O

. 3 1

f(X)=-=x"+=

1 () 16 4

fl"(O):%>0l:> Minimum TPO|2)
f"(2)—-3><22+£—-1<0l3 Maximum HP(2 | 2,25)

! 16 4 2 ’
)= Sx-2?+2=-L <0op Maximum HP(-2|225)
' 16 4 2 ’
Wendepunkte

notwendige Bedingung fur Wendepunkte f,(x) =0

. 3 1 . 4 2 2x/3
f/(xX)=-—=x*+==00 x*==b —+t—=z
(%) 16~ 4 3" N2

1 +£115
hinreichende Bedingung fur Wendepunkte: f, (x) =0 und f, (x)* O

3 . 2x%f3. 43
=521
3 4

f (X)) =- §X P f (&

2>cJ— 77

| 55 oder WPa(+115|2,14)

also gibt es Wendpunkte WPy »(+



.4 .
x 0 & 0 0
(2 :J,):_iizwéi +1i2><J§i 4o 103600 1la3
3 645 3 5 8% 3 5 646 8L 5 86 9 p
_ 116,14 , 1.1, 1 6 7271
= X+ % +2=- —+ 42 = —— +—— =
64 9 83 36 6 36 36 36 36

d) Skizze desFirmenlogos

X fa(x) fa(x)

-4 0 0

-3 -0,875 1,859375
-2 -1,5 2,25

-1 -1,875 2,109375
0 -2 2

1 -1,875 2,109375
2 -1,5 2,25

3 -0,875 1,859375
4 0 0

Lipnature

fi(X) = - (1/64)X" + (1/8) X + 2

'
ot

fo(X) = (1/8) X - 2

e) Flacheninhalt des Kussmundes

4 4 4 . ..
100 - L,00)dx = 25100 - £,00)dx = 208 —x* + 4%x = 258 s +axY
-4 0 e 64 o e 64 5 o




= 25,6 (Flacheneinheiten FE)

f) Extremwertaufgabe

Gesucht ist ein Rechteck mit maximalem Flacheninhalt:
Grofe, die extremal werden soll: A(X;y) = x:(- y)

(Beachte: da A positiv ist und y nach unten zeigt, erganze das Minuszeichen; x ist
nur eine Halfte des Rechteckes)

Nebenbedingung: Der Eckpunkt des Tellrechtecks liegen auf dem Graphen der

Funktion f,, dsogilt y= fz(x)zéxz- 2

Einsetzen der Nebenbedingung in die Extremal grof3e ergibt

e 1
A(X) =-x>{3:éx2 S 29=_ Zx®+2x
e8 g 8

Bestimmung der Extremwerte der Funktion A (notwendige und hinreichende

Bedingung)
A'(x):-§x2+2:00 x> =%p xlzziiztd'x\/5
8 3 J3 3
X Muss positiv sein, da es sich um eine Rechteckl&nge handelt.
4 x/30 4
A ﬁi:-ﬁxﬁ:-@<o
3 g 4 3
2
/30
x:ﬁp -y:-& _3— +2:-Ex@+2:-_+2:£
3 8)§ 3 5 8 9 3 3



g) Funktionsschar
Ansatz fiir die gesuchte Funktion: f (x) = kx’ +c¢
Bedingungen: f(4) =0pb 16k+c=0P c=-16k

P f (X) =kxx*- 16k



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 8 — Kombi (Innermathematische Aufgabe)

Der blaue Graph ist der in der Aufgabe abgebildete von f, der rote Graph ist der von F.

2
¥
ErL
1.5
A1
Flai=(l-ae (20 )
0.5 b
_ Pt . |
i P —— — i
2 1.5 -1 -0.5 .5 1 15
4
_D0.§ |
II
= !'.
b
i 1
-1.5 I
|
| |
5
I.

1. Kurvendiskussion

a) Nullstelle f(x)=(1- x)@i:OO 1- x=00 x=1
10

b) Extrempunkte notwendige Bedingung f (X) =0

f () =-De”+(1- x)e* =e”(-1+2- 2x) =¢*(1- 2Y) =0
10

~

U 1-2x=00 x=

N

hinreichende Bedingung f (x) =0 und f (x)* O

f(X) =2 q1- 2xX)+e* - 2) =€ (2- 4x- 2) = - 4xxe*

.. 1 .

80 4xlxe’? = 2e<0p HPEE|L1el

e2g 2 e2 2 g
ro_1
CoT=—
e2g 2




c) Wendepunkte

notwendige Bedingung f (xX) =0U -4xx®* =00 x=0
hinreichende Bedingung f (xX) =0 und f "(x)* O

f7(X) =-4e™ - 4xxe™ =e*(-4- 8X)

; f(0)=1
f7(0)=-41 0b WP(0])

d) Grenzverhalten

Die Exponentialfunktion entscheidet tiber das Grenzverhalten

Iigl (1- x)»™ =-¥ (wegen —x kommt hier das Minus hin; vgl. mit Graph)
. 2X

XIg@r{l‘(l- X)xe” =0

2) Stammfunktion

. 1 1 30 1 30
F(X)z-_ezx+g?—x+—9>(z>e —ezxg?—-X+—+=(1 x)xe
2 e 2 4g 2 2g

3) Hachenberechnung

Berechne das Integral von 0 bis zur Nullstelle 1. Da die Flache oberhalb der x-Achse liegt,
mussen keine Betrége verwendet werden

el 36 , 3
f(X)dx=F@) - F(O - — - —=
o(X)X ®-FO=g 5+72¢- 5

4) Fl&chenberechnung

0 3 )
Of (x)dx = F(0) - F(u) = —- —u + —=e
u0() (0) (u) 7 > P
. 1 30 0_3
lim e—- ¢- =u —Mi==
ue-¥x4 o 2 4@ g 4

Geometrisch bedeutet dies, dass die nach links ins Unendliche reichende Fl&che einen
endlichen Flacheninhalt besitzt.



5) Extremwertaufgabe

A(Xy) =Xy

Nebenbedingung: Der Punkt P(x;y) liegt auf dem Graphenvon f , aso
y = (1- x)*

P A(X) = xX1- X)x* =(x- x%)

Extrempunkte notwendige Bedingung A(X) =0

A(X) = (1- 2X) ™+ (X- X°) 2 =e”*Y-2x*+1) =0

01-2¢=00 x*=1bp xlzzi\ﬁziﬂ
2 2 2

hinreichende Bedingung A(X) =0 und A'(x)* O

A'(X) = 257 (- 2x* +1) + €™ (- 4X) = € X(- 4X° - 4x +2)

5
><7+2j:e‘/§(-2- 2x/2+2)=-2/2x" < 0
(4]

b HP?—/§|1(«/§- 1)>eﬁ%
2 2 &

20 2 20 1
aa/—zzzaai_ S = Z(J2- 1)%e” » 085
25 &2 43 2

Untersuchung der Rander x = 1 und x = 0 ergibt jeweils A(0) = 0, also ist der gesuchte
Flacheninhalt 0,85 FE (Flacheneinheiten)



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die

Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.
Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 9 — Stausee

Korrigierte Fassung vom 22. Marz 2007

1
Die Funktion z(x) = (x? - 10x+ 24) =2 beschreibt die Zulaufrate des Wassers in den Staur

see gemessen in tausend Kubikmeter pro Tag. Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion
in einem grofReren Bereich (blau), sowie die Stammfunktion (rot), die die Wassermenge im
Stausee zu einem bestimmten Zeitpunkt beschreibt.

' ;

50
BN
230 e (1
200
150

410

A0 & & —4 -2 z 4 T g 8 in

1 Da elne negative Zulaufrate bedeutet, dass Wasser heraudlauft, werden bel diesem
Aufgabenteil die Nullstellen der Funktion z gesucht.

1
z2(x) =00 (x®-10x+24)xe? =0b X, =5%+25-24=5+1b x =4 und X, =6.

Bis zum vierten Tag einschliefdich fliefdt Wasser zu; am finften und sechsten Tag fliefdt
Wasser ab; nach dem sechsten Tag fliefdt wieder Wasser zu.

Zulauf O<xXx£4und x>6 Ablauf 4<XxXE6

2. Bestimmung der inneren Extremstellen von z

Notwendige Bedingung: z'(x) =0

"y = 7 2 1 > _ad , 0. 3
209 = (2x- 1067 + (¢ - 10x+ 242 ne? =2 - 3x+ 20
e a



' 1
%x2-3x+29><eE =0p %x2-3x+2=00 X*- 6x+4=0b x,=3%9- 4=3%./5
e 2

Aus dem Graphen geht hervor, dass die Lésung 3- /5 seinwird.

hinreichende Bedingung: z (x)=0 und z (x)* O
.. 1
Z'(X) :E{éxz Ly 0 it gegeben
ed 2 @

1345

z'(3- JE):E%(s- J5)2 - %(3- J5) - 29>e5

—g—(9 6J§+5)-_+ J5- 2—' 5P

. 1
4 4J—+—'_+;4— 20 = 5 <o
e 4]

Wegen z(6,5) = 32,24 > 2483 = z(3- JE) ist die Zulaufrateallerdings am Rand
desIntervallsbei x = 6,5 maximal.

3. Anderung der Wassermenge

5
z(5) = (5% - 1056+ 24) »e2 = - €° < 0. Zum Zeitpunkt x = 5 ist die Zulaufrate
negativ, das heif3, dass aus dem Stausee Wasser heraud auft.

4. Starkste Anderung der Zulaufrate

Notwendige Bedingung z2"(x) =0

1
7 =Ex2. 1y 2xe2—ou e 1y 2200 x- 2x-8=0
T S 4" 72

b x,=1£1+8=1+3

X, = - 2 entfélt, weil essich um eine Zeit handelt bzw. aul3erhalb des vorgegebenen
Definitionsbereichs liegt.

Hinreichende Bedingung: z''(x) =0und z (X)* O

.1
z' (%) :8§x2 #2x- 29" ist gegeben
&8 4 2g



1
z'"(4)=€é><42+1x4 30,02 =& +1- 302 =310
€8 4 [} e 2g 2

Esgilt z(6,5) =9349 > - 14,78 = z (4) starkste Anderung am Rand des Intervalls.

Am starksten fallt die Zulaufrate allerdings bei x = 4.

. Die Flache, die der Graph der Funktion z(x) mit der x-Achse einschlief3t, beschreibt
die Wassermenge, die insgesamt in das Becken hinein- und herausgelaufen ist. Da die
Flache oberhalb der x-Achse grofier ist als die Flache unterhalb der x-Achse, bedeutet
das, dass zur Anfangsmenge mehr Wasser zugelaufen als abgelaufen ist, also wird der
Anfangszustand nicht wieder erreicht.

. Zur Lésung der Aufgabe 6 verwende man folgenden Zusammenhang:

Ist w(x) mit xT [x;Xx,] die momentane Anderungsrate einer GréRe B und B(x,) der

Bestand der Grof3e zum Zeitpunkt x;, dann gilt fur den Bestand der Grof3e zum Zeit-
punkt X:

B(x,) = B(x) + on(x)d

X1

Hier ist B(x) = B(0) = 5000 und % = 3; w(x) in 10000 Bakterien pro Tag

B(3) = 5000 + 10000 ><o(x 12x2 + 35x)dx = 5000 + 10000 Cae+ Dy _3
g 2 g

= 5000 +10000>6— - 4x3% + 3 =3 - o = 5ooo+10000>€311- 427 B 02
% 4 2 2 2 g

= 702500

Nach 3 Tagen sind 702500 Bakterien im Stausee.



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die

Bezirksregierung Diusseldorf und den Mathe-Treff.
Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 10— Wellnessliege

\
1
zechalah z ;
i !
| {
L Iy
2"\. . J
Y . 2@ {-Z)an + Bag™{-2} Fulstlitze 3
4

_'+
e _“_"“HH_ _,-IlI
_,-r‘_"d-'f it _||.'
- e
L e
T a.5 ., l,l'
_'_'_'_'_'._,_:I—r_'-ﬂ- al [V @ astall/Bainauflags \,\ !

— ,
T + H\M_\ K
i 3 z -1 1 2. 3

-0.5

-1
Die Abbildung zeigt die drei in der Aufgabe betrachteten Graphen.

al) Mit der Produkt- und Kettenregel folgt

g'(x) =%>ex X(X - 2)2+%><ex>Q>(x- 2) =%>ex XX - Ax+ 4+ 2x- 4) =%xeX><x2- 2%)

@2)m=g(-2)=2x?und g(-2) =4%? b t(x) =272 xx+ 82

a3) Die Fulistitze ist sinnvoll im Bereich zwischen dem Erdboden und dem Ber(hrpunkt mit
dem Graphen von g, also zwischen t(x) =0U x =-4 und der Berthrstellex =- 2.

Bereich: - 4£ x£-2

b1) Knickfrei bedeutet: g(1) =<()) und g'(Q) =s'(D)



S'(X) = ﬁ q2X - €) = —>_x2x- €

4e- 2)
' ——e - :-—e - :-E: !
SO= 452 @ 9= 455 € 2= 5700
= - - = e - :E:
s(l)—4(e_ 2 X1- e+2e- 3) e 2)><( 2+¢€) 2 ag@®

b2) notwendige Bedingung fiir Extrema: s (x) =0

_ €

N

4e -

hinreichende Bedingung s (X) =0 und s (x)* O

s (x) = € _x2=—2__ >0 firdlex, dsoauchfir x== p Tiefpunkt
4e - 8 2e - 4 2
. 0
sg@g: © a%gg-eg&Ze- :: © ég é 2e- 3—
e2g 4(e- 2) ge2g  e2p P 2
e &®é
- = -31= e’ - = e- 2)Xe-6
4(e 2) 4 g 16(e- 2)>< 12) (-2)>< ) )
2
e 3
= — e- = -
16>< 6) 16 8
2
ed
p TPa%;e— 3—:
£ B85

cl) Es handelt sich um die Flache zwischen x — Achse und den Graphen von g und t.
c2) x=-4 istdieNullstelle vont (vergleiche a3))

g(x)=0U0 x-2=00 x=2 ist Nullstellevon g

g(0) =1 ist der Schnittpunkt des Graphen von g mit der y-Achse.

Das Rechteck hat eine Mindestlange von 6:0,25m = 1,5m und eine Mindestbreite
von 1:0,25m = 0,25m

c3) Die Flache setzt sich zusammen aus der Flache unterhalb der Tangente im Bereich
von -4 bis-2 und der Fl&che unterhalb des Graphen von g von -2 bis 2.



1
2
=4xg? +%e2>(4- 12+10)- :lle'2 4+12+10)

A= Ay + A, =5 25456 +G(2) - G(-2)

) 1 13 1 5
=4e’+2e’- —e’=2¢€&-Z€e’»34
2 T2C Tt TpE 7o

3,4 >0,25nY = 0,85m?



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 11— Umgehungsstrasse

5
Y

2.5

Umgehungsstrale 'F(x] = —(1/6)}-x"3 —(1.-"3]-.)("2 + (1/6)-x + (11/6) ¢

1.5

Bundesstrale b(x} = -0.5x + 0.5

-3 -2 -1

Ortsrand g(x) = -(3/4)-x"2 -(1/2)-x + (5/4)

1. Die ate Bundesstral3e verlauft durch die Punkte A(-2|1,5) und C(2]-0,5) und schneidet
die y-Achse im Punkt (0|0,5).

Die Steigung der linearen Funktion, die diese Stral3e beschreibt ist
= 05-15_ 1

2-(-2) 2

yo el
2 2

2. Die Umgehungsstral3e verlauft durch die Punkte A, C, B(1]1,5) und schlief¥ glatt in A
an die alte Stral3e an, also gilt im Punkt A: Steigung ist 0,5

f(x)=ax®+bx* +cx+d ; f(X)=3ax*+2bx+c
I, f(-2)=-8a+4b- 2c+d =15

. f(@=a+b+c+d =15



ll. f(2) =8a+4b+2c+d =-0,5

IV. f'(-2)=12a- 4b+c=-05

H'=11.- 1.0 9a- +3c =0

ol

IV'=3xV - 4X1'U -9¢c=-15=-

N W
(e}
o
I

|_\

oo|°°

H'=1l.-1.U 16a+4c=-2

cinlll: 16a=-2- 4%0 16a = -

()
QD
1
1
ol

audcinll:- 3=-9a-3c==-==1U b
1

=
P wlk

3. Man bestimme das Minimum der Differenzfunktion g(x) =2- f(x)

, 1, 2 1
X)==X+=X- =
g'(x) SX t3X- ¢

2
[} e +_
g'(9 =x+3

A 4 1 2 4 2 1
g(x)=00 x*+=x-==0b x, :-—11/—+§:-—i—x\/7
3 3 ' 3 9 9 3 3

2 1 1 ®2 1, 61 7x/70
g & Z+2 79=4+2./7>0b TPG- =+ —ﬁ|—-ii»TP(0,22|0,148)
33 g 3 162 8l

Der minimale Abstand betrégt ungeféhr 150 m, die Bedingungen sind also erfillt.

4. Gesucht ist der Wendepunkt der Funktion f

f'(x)=-1x2- 2541
2 3 6
2
f'"(x)=-x-=
(x) 3
frox) =-1

Der Wendepunkt ergibt sich zu VVPEe 2 |E9 oder » WP(- 0,67 |1,62)
29



1 1
. h(x)=- =x+=
. (X) > X+
3
. f(x):-1x3-lx2+1x+l—1
Ry i 6 3 6 6
i S R,
i . - il \\.\ "-_\‘
AN 009 = X~ Zx+
7 ~ 5 4" 27 4
2/ T i 3
'-\."L 1{“‘
f TR
I 1 -
/ \
i & 13
2 1
A= (%) - h(x)dx- Jg(x)- h(x))dx
-2 -1
2 .. 12
‘%Exg_lxz+lx+gg_glx+£%ngix4_lxg+ixz+g +EX2-1X:
_%e 6 3 6 6g & 2 2 o e 24 9 12 6 4 2 g,
:gi&6-£>8+i>4+1—1x2+1x4-1>(29
e 24 9 12 6 4 2 g
el 1 1 11 1 1 5)
C & M6 -G AN D) +=xh- =x(-2)2
¢ g 107 GO A+ pd- X 27
:_g_§+l+£+1_1_§2+§+£_ E‘+1+19:£+E:g
3 9 3 3 e 3 9 3 3 g 9 9 9
1 "
‘@ Exz - lx Eg_ &i Ex+£_g:;)dx
& 4T 27 4g & 2 o
i
=8§1x3-1x2+§x+—x2-—x:
& 4" 4 4 274,
@l 1,51 1g@ 1 5.1 15
e 4 4 4 4 2g é4 4 4 4 2y

Am Wendepunkt andert sich das Krimmungsverhalten.

5. Darstellung der gesuchten Flache




GroRe der Flache A= &2 1% » 2.6km? =2,640°m’

£9 5

Die Einnahmen betragen aso ungeféhr 26 Mio. Euro.



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 12 — Funktionenschar

Alternativiésung

Hinweis: Der Fall k = 0 fuhrt auf die Funktion f,(x) =1- x, dieser Fall wird bis Aufgabenteil
d nicht berticksichtigt.

a)

Gemeinsamkeiten:

I. Alle Graphen haben mindestens eine Nullstelle
ii. Gemeinsame Asymptote

iil. 2 Wendepunkte

iv. gemeinsamer Punkt P(O}-1)

Unterschiede:

keinen oder zwei Extrempunkte
b)

Es gilt vollig unabhéngig von k: f, (0) =- 1, d.h. alle Graphen der Schar schneiden sich im
Punkt P(O}-1).

Man kann sogar zeigen, dass P(O}-1) der einzige Schnittpunkt der Schar ist:
Fir x* Ound t* k gilt némlich:

x2- k- y = x%-t
x? +k X2 +t
O x*+(t- K)x?- kt=x* +(k- )x? - kt 0 "(t- k)x® = (k- t)x?

-xU0 (x2- K)(x? +1) = (x? - t)(x* +k)

undwegen x Ob t- k=k-tU 2t =2k U t =k Diesist ein Widerspruch zur Vorausset-
Zung.

2X(x* +K) - (X* - k) 2x 1= 4kx
(x*+k)? (x* +k)?

o) f(x)=

f(X) = Ak (x* +K)? - 4koxR(x® + k) x2x _ 4k(x® + k) - 16kx* _ - 12kx® + 4k*
k (X2 + k)4 (XZ + k)3 (X2 T k)3




- 28kx (X% + K)? - (- 12k + 4k?) BX(x2 +K)? X2x

e (0= (x* +k)°
_- 24kx X(x* +K) - 6x (- 12kx* + 4k?) _ 48kx® - 48k>x
(X2 +k)4 (XZ +k)4
2 2
£ (x) = 2X(x +k)- (x° - k)><2x_1: 4kx
0@+ k) (X +k)*
cAK(XZ +K)? - 4kx2(x% +K) x2x _ AK(x? +K) - 16kx® - 12kx® + 4k?
f
(%)= (X2 +k)* - (x® +k)® (X2 +K)3
£7(X) = - 24Kkx (X2 + K)* - (- 12kx® +4k?) x8X(x* +Kk)? x2x
‘ (O +k)°
_- 24kx (x? +K) - 6x (- 12kx?* + 4k?) _ 48kx® - 48k*x
¢ +K)* ¢ +K)*
Wendestellen:

notwendige Bedingung: f, (x) =0U -12kx* +4k* =0U 4x(-3x* +k) =0

Wegen k * O (vergleiche Hinweis am Anfang), folgt:

5_@u ERET
3 3

N

5 @ JIE @ 3O 0
R kA e
f'-~§e+1/3k9_ 3 o S 5. & 2 2
¢T3 o 2 B 2 g
2 Xe 0 Re 0
ggi%kg +kZ géi %kg +k7
€ 9 g € 9 g
aiikgxéﬁgk&_ a8k2% . 32|<2a?+ik9
£ 3,8 o _ o b FRAFOBL_F214B,
) 256 4 256 k2 3 NDE
cghrk 81
e 4]



e 0
Fur einen Sattel punkt muss zusétzlich geltenfg gjzo
@
aso
& o) ) o} ) o) 5
) 4k>§i@j 4k i@j 4k i@j- EE‘LKQ
2@ +[3k 0 3 5 3 % 35é3 g
O:fki 3:: - 2-]_: > -1= >
@ 5 0 o 0 o 0
%@9 +kT ng— ng—
gé 3 = = €3 g €3 g
e 2 g
. e 0 & e 0 c
0 0=4k 1@;8&4@ = 4k 1@:- 20 0 22 Ewxk- L
_—kxfaif-ﬂ K9
3 g

Wegen k t 0 folgt i«/_-i«/E=OU ﬂﬁ=i«/§

Fur den Fall Minus gibt es keine Lésung, fur den Fall Plus gilt: EGK 30 k—i—;

Nur fir k = % gilt f, (x) =0, deshalb hat nur dieser Graph der Schar einen Sattel punkt.

x? - k
2+k

d) f,(¥)=
x?+k =00 x* =-k, fiir negative k haben die Graphen Polstellen

€) Berechnung der Schnittstellen fur k > 0

x% -k - X2 - k

fo()=f ()0 1- x=——-xU 1= U x2+k=x*-kU k=0
X“+k

x* +Kk
Es gibt also keine Schnittstellen.

bas? - k0 ba- 2k

b
N _x A 0
A0~ TN =0y - Tk = =

b
=- 2k X0

a

)Se dx--ZxJ—arctangJ__| = ZJ—garctangJ__ arctan gb :%

4

Fir a® +¥ und b® - ¥ ergibt sich fir das Integral der Wert - 2p /K

1
& X
K

Q II-O:
Q- -0

Unendliche Flache mit dem endlichen Flacheninhalt A = 2p x/k



Betrachtet man statt der Funktion f,(x) die Funktion g(x) = - x, so erhdlt man die
Schnittstellen a =-+/k und b=+/k

K oy K ) IR
0> kd{_ oF. 9d><{—x-2k(‘) ! dx
JoX°+K ke X +kg kk>§1+6e 99
Sk o3
=[x - 2Jk arctan —|J_ Jk - 2Jk arctan(1) - (- Jk - 2k arctan( - 1))
T

=[2vi - pi|=|2- p)VK] »|-

114 x/k ‘ =114 %/K

f)

f1) foq(0) =02

>+05

-x=0U0 x*-05- x®-05x=0U -2x3+2x*- x-1=0

Mit Hilfe eines Computer- Algebra- Systems erhélt man ndherungsweise die Nullstelle

X, » - 0,4406

Pos =

5
X- ZFdeérg |o4406

° a&*-05 0
gi Xzdx =
0x068X° +05 g4 X{
= |— 0,2504{ =0,2504 FE
f2)
Die Flachen liegen ale im Dreieck A(0|0); B(-1/0) (vgl. Nullstelle) und C(0|-1) (vgl.Tell b)

Esgilt also die Abschitzung A, £ % 4 :%



Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik

Aufgabe 12 - Funktionenschar

—

Unterschiede:

i.
.
ii.

iv.

a)oeemeinsamkeiten;

(mindestens?) eine Nullstelle

gemeinsame Asymptote

2 Wendepunkte

gemeinsamer Punkt P{0/ -1)
keinen oder zwei Extrempunkte

x* -k, X —k,

—X= =
x* +k, x* +k,
:u(xl -k 5 +.fc1)= (xz —kzxx‘ +.k,)

Nachweis: Sex =0 :

=k, -k )xt=(k -k) 2 =k, -4)=(k - ). dax#0 =k =k

Da f(0)= -1 unabhéngig von k ist, ist der Nachweis dafir erbracht, dass
sich je zwei Funktionsgraphen nur in diesem Punkt schneiden.

NG € st 1L I (ST
[ € W A Y

T® _
f,"x)=0 = x:%y-[- W x=@.

Da in beiden Fdllen die 3. Ableitung ungleich Null (-/+ 23"’: ) ist, liegen
8

Ableitung an diesen Stellen Null werden:

Iﬁkz J3 =
T T | k)
fkl(_ ;k) = 3

20 fiirallek >0

=0 firallek >0

2 & TR
P AN, 0 (O i e
g 3 16

Nur fir k= g ist gleichzeitig auch die 1. Ableitung gleich Null und es

liegt somit ein Sattelpunkt vor.

d) Berechnung der Schnittstellen: fik(x)=g(x)

2_
b Ii:=(} = x k=0 = x=vk v x=-4k

x*+k

FUr die Fldche ergibt sich somit:

i ‘ 2 - k= (-2 =1,14vk FE

bjVermutung: P(0/ -1) ist der einzige Schnittpunkt zweier Funktionsgraphen.

Wendestellen vor. Damit sogar ein Sattelpunkt vorliegt, muss auch die 1.

I [0 Jm
% o £
5
3
2 |2
2
2 |3
2 |3
)
2 |2
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Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 12 - Funktionenschar

x2-035
2 +05

R
e) e) Nulstelle: —x=0 = 26’ +2x% -x-1=0

Mit Hilfe des TR wird ndherungsweise die negative Nullstelle
bestimmt. Dazu ist — anhand der Zeichnung - ein geeignetes

Intervall anzugeben: [-1:0]. Z x =-0,4406
Gesuchter Flacheninhalt:

Apns5=

¢ oxi-g5 . |m
(—————x)dx|=|-0,2504] =0,2504 FE
'{'.:!"36 1! + ﬂ‘?.s 2 } I '

e2) Die Fldchen liegen alle im Dreieck ABC mit A(0/0), B{-1/0)

und C(0/ -1). Also gilt: Ag sé—-1~1=—;—.

LAl
Te

26
53

19
39
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Die Vertffentlichung dieser Lésung geschieht ohne inhaltliche Prifung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die Lésung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Aufgabe 13 mit Lésung

Gegeben sind die Funktionen f, mit f,(x) = ——(x* —8a?x?)+2, x e R, ae R,

8a®
a) Untersuchen Sie fiir a > 0 den Graphen zu f, auf Symmetrie sowie auf sein Verhalten fiir

‘x‘ — . Bestimmen Sie die Extrem- und Wendepunkte des Graphen in Abhdngigkeit von a.

1 fa(—x) =i3((—x)4 —8a2(—x)2)+2 :%(x"’ —8a2x2)+2: fa (x) = Achsensymmetrie .
8a 8a
. 1
2. Xl@w{@(x4—8a2x2)+2}=£ |Fall:c, -0+d (a>0!)

3. Extrempunkte

L (43 16a2 .y
3.1 NB: fa(x)_8a3(4x 16a” x| =

= MESt( f, ) ={-2a; 0; 2a}
3.2 HB: f;(x)=0AVZW ( f])bei x= x Extremstelle von f;
1

X2 —4a2):i3x(x+2a)(x—2a)

= X(
4a3 4a

Stelle | — | x |x+2a|x-2a| VZW EPArt | Wert ! ! !

4a I

x=0 |+|-|-/1+| + - | +/- HP 2 | |

x=-2a |+ — | -+ = = TP 2-2a! ! !
X=2a |+ + + —Il+ | —=/+ TP 2-2a i i i

Die zusatzlichen farbigen Angaben dienen der Unterstiitzung von Erklarungen in nachfolgenden Aufgabentei-
len. Bei einer handischen Losung durfen sie ruhig etwas gequetscht — aber bitte deutlich von der eigentlichen
Ldsung abgesetzt — eingefligt werden, weil man im Vorhinein ja nicht unbedingt die Notwendigkeit des
Nachtragens sieht. Wenn man aber grundsétzlich damit rechnet und die Vorteile sieht, sollte man alle Tabellen
und anderen Darstellungen im Ansatz groRziigig anlegen.

1
3.3 Wert: f, (0)=2; fa(+2a) =——5(16a* ~8a’ -4a” | +2-2-2a
8a
Die Berechnung 3.3 kann auf einem NR-Zettel erfolgen. Die Angabe der Werte in der erweiterten Tabelle genlgt.

4. Wendepunkte

41 NB: (x) =$(12x2 ~16a° =$(3x2 ~4a%) =?i3(ﬁ x—2a)(v/3-x+2a)

= MWSt:{—%Jé-a;%ﬁ-a}

4.2 HB: fJ(x)=0AVZW ( f)bei x= x Wendestelle von f;

Stelle ig J3-x+2a | +3-x=2a|VvzZW | PA | Wert
2a

x:—§\/§-a + —/+ - +/— |WP 2—%a

x:gﬁ-a + + —/+ —/+ |WP 2—%a

Beim (+/-)-VZW steigt die Ableitung vor der Nullstelle — dahinter fallt sie. Die Krimmung geht also von
einer Linkskrimmung in eine Rechtkrimmung tber — beim (-/+)-VZW ist es umgekehrt.



b) 1. Bestimmen Sie denjenigen Wert von a hat, fiir den der zu f, gehérende Graph einen
Extrempunkt auf der x-Achse hat.
5.1 Esmuss gelten: f;(x)=0A fy(x)=0 (NB).

Da beide Gleichungen erfiillt sein miissen, kommen hdchstens die Losungen der ersten Gleichung als Lésung des
Systems in Frage; die setze ich in die zweite Gleichung ein.

i) fa(0)=2=0 (passt nicht!)

iy fy(+2a)=2-2a=0<a=1

Hochstens a =1 kann der gesuchte Wert sein; ich iberprife, ob dafiir auch tatsachlich ein Extrempunkt der ver-
langten Art vorliegt.

5.2 f{(+2)= %(12x2 —16)|X:i2

5.3 Es gibt keinen Wert fir a mit einem Extrempunkt auf der x-Achse!

a muss den Wert 1 haben.

=%(12-4—16) =40 Af{(+2)=0= Extrempunkte bei -2 und 2.

2. Beschreiben Sie den Verlauf der Graphen fiir negative Werte a und begriinden Sie Ihre
Aussage.
Mit f (X)=04(x)+2 gilt:
fa(X)= 1 3 (x4 —8(—a)2 x2)+2 = —%(x”‘ —8a2x2)+ 2=—-0,(x)+2.
8(-a) 8a
Der Graph von f_, ergibt sich aus dem Graphen von f, durch Spiegelung an der Geraden
y = 2. Er hat entsprechend gespiegelte Grenz-, Extrem- und Wendewerte — die Stellen
bleiben dieselben; auch die Achsensymmetrie bleibt erhalten.

3. Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen von f in Abhfingigkeit von a.
x* —8ax? +16a°

- —0e x*—8a%x%2+16a% =0
8a

NSt: f,(x)=

Substitution:
z=4a” ++/16a* —16a° = 4a° + 4a\/a® —a = 4a° + 4a,fa(a-1)
Anzahl der Nullstellen:

VZ a<|0O|<a<|1l]|<a
a - 10 + |+ | +
a-1 - |- - 0| +
gesamt | + |0 — |[O] +

0 fur O<a<l (1)
Anzahl der Lésungen fiirz: {1 fur [a=0v]a=1 (2)
2 fur a<Ova>1 (3)

Ricksubstitution:
(1) 0O<a<1:0 Nullstellen fiir x

(2) a=1:2 Nullstellen, néamlich —2 und 2 fiir x

() a<Ova>1:
Hier muss nachgewiesen werden, ob die z-Terme kleiner, gleich oder groéRer als null sind; dann
liegen 0, 1 bzw. 2 Nullstellen fiir z und somit 0, 1 (wenn der z-Wert null ist), 2 (wenn der z-Wert
positiv ist), 3 (wenn ein z-Wert null und der andere groéRer als null ist) oder 4 Nullstellen (wenn
die z-Werte positiv sind) fir x vor.



(3.1) Fall: 482 i4a1/a(a—1) =0 die Folge ware: eine Nullstelle fur x, namlich 0!

(3.2)

s8¢0 0 ©@ g0 0 ©

4a% +4afa(a-1)=0
4% = -4aJa(a-1)  |Quadrieren fiir a<0*)

16a* =16a%-a(a-1) [16a° (0!

a=a-1 |—a /Die beiden nebenstehenden Glei- \
_ | chungen haben die Lésung a=0;
0 1 [ falsch ] dieser Wert kommt hier nicht in Fra-

4a% - 4a.fa(a-1)=0 %

Die Einschrankungen fur a kommen
4a? = 4a, Ja(a-1) | Quadrieren fl azustaiide, weil nur bei gleichem Vor-

zeichen beider Seiten das Quadrieren

16a% = 16a2 ,a(a _ 1) E 16a3 (7& O!) \eine Aquivalenzumformung ist. /
a=a-1 |—a
0=-1 [ falsch!]

*) Fur a> 0 bei ® bzw. a <0 bei @ gibt es auch keine Losung fir a, weil die Sei-
ten verschiedenes VVorzeichen haben.

Fall: 4a° +4a, la(a—1) <0 die Folge ware: keine Nullstelle fiir x!

(I

4a% +4afa(a-1) <0

4a® <-4a.Ja(a-1)  |Quadrieren fiira<0**)
16a* <16a-a(a-1) [:16a°(<0!)

a>a-1 |—a

0>-1 [wahr!]

**) Fir a> 0 gibt es keine Losung fur a, weil die rechte Seite dann negativ ist
und nicht groRer als die linke, positive Seite sein kann.

>

t¢¢ ¢ ©

2 - 7=4a% +4a,/a(a-1) liefertalso fiir a <0 fir x keine Lésung.

4% - 4afa(a-1) <0

4a® < 4a,ja(a-1) | Quadrieren fiir a > 0 ***)
16a* <16a° -a(a-1) 16a°

a<a-1 |—a

0<-1 [ falsch!]

***) Flr a<0 gibt es auch keine Losung fir a, weil dann die rechte Seite negativ
ist und nicht groRer als die linke, positive Seite sein kann.



(3.3) Fall: 4a% + 4a, /a(a—l) >0 die Folge ware: zwei oder vier Nullstellen fiir x!

® 4a’+4aja(a-1)>0

& 4a®>-4aja(a-1) |Quadrieren fiir a<0***%)
& 16a*>16a°-a(a-1) [:16a°(<0!)

< a<a-1 |—-a

< 0<-1 [ falsch!]

****%) Fir a>1 gibt es aber eine Losung fur a, weil die rechte Seite negativ und
damit Kleiner als die linke, positive Seite ist.

x% =7 =4a’ +4a,/a(a-1) liefertalso fiir a >1 fiir x zwei Lésungen.

® 4a’ —4a,ja(a-1)>0

o 4a’> 4a,/a(a-1) | Quadrieren fiir a > 1****%*)
o 16a% >16a2 -a(a-1) |:16a3

& a>a-1 |-a

< 0>-1 [wahr!]

****%) Fir a<0 gibt es auch eine Losung fur a, weil die rechte Seite negativ ist
und damit kleiner als die linke, positive Seite ist.

x2 =7 = 4a° —4a,/a(a—1) liefert also fir a<Ound fiir a>1 fir x zwei Losun-
gen.

Fur a>1 gibt es also immer 4 Nullstellen und fir a<0 immer 2 Nullstellen .

Wenn man mit 3.3 begonnen hatte, hatten sich die anderen beiden Félle selbst erledigt. Aufgrund der
Zeichnungen und der Grenzwerte hatte dieser Verdacht aufkommen kdnnen.

Alternative Lésung

3. Wegen der Lage der Extrempunkte (siehe 3.2 bei a)) und der Grenzwerte (siehe 2. bei a)) erge-
ben sich folgende Falle:

a<0: 2 Nullstellen; 0<a<1: keine Nullstellen; a=1: 2 Nullstellen; a>1: 4 Nullstellen.

4. Ermitteln Sie alle Werte fiir a. so dass der Graph zu f, durch den Punkt P( 2 | 0) verlauft.

fa(z)zis(z“—saz-zz)u:o |-8a°

8a

o 2%-32a%+16a%=0 16

o a’-2a%+1=0 | Polynomdivision(s. NR)
N (a—l)(a2—a—1)=0 | Nullprodukt, pg — Formel

1 1
o a=lva==+=.5
2 2



5. Alle Graphen in der Zeichnung unten gehdren zur Schar f, . Geben Sie jeweils das

passende a an bzw. den Bereich, aus dem der zugehdrige Wert von a stammt, und
begriinden Sie Thre Zuordnung.

y a=1
O<axl _
1 1
a=—+—5
2 2\/_
-1 a>1
5 o3
1 1
a=1 15
2 2

Es werden die drei Graphen zu Werten aus 4. (Nullstelle 2), ein Graph ohne Nullstelle (O<a<1) und
ein weiterer mit vier Nullstellen (a>1) dargestellt.



¢) Es soll die folgende Problemstellung bearbeitet werden: , . Bestimmen Sie den Wert von a
(a = 1), fiir den der Inhalt der vom Graphen zu f; und der x-Achse oberhalb der x-Achse
eingeschlossenen Fliche gleich dem Inhalt der Flachen ist, die die x-Achse und der Graph
unterhalb der x-Achse umschliefen.*

Zur Losung werden die Vorschldge V 1 und V 2 gemacht:

WV 1: Ich bestimme die Nullstellen x;. Xp. X3. Xy mit ¥; < X; < X3 < Xy und 16se die Gleichung

.8 X,
[ £.(0dx =2 [£,(x0dx] .
¥, Xy

f 2. Achse

1
]
1 I

Wegen a >1 liegen die beiden Minima unterhalb (2—2a <0) und das Maximum (2> 0) oberhalb
der 1. Achse. Wegen der Symmetrie (B = D) muss dann die oberhalb der 1. Achse liegende Flache

(linke Seite = C)) doppelt so gro, wie der rechts unterhalb der 1. Achse liegende halbe Teil (D)

der unterhalb der 1. Achse liegenden Fl&che sein. Die Betragsstriche dienen dazu, aus dem negati-
ven Integralwert den positiven Flacheninhalt zu machen. Der Ansatz ist also richtig.

V 2: Ich bestimme die Nullstellen xy, ;. X3, X4 mit X; < X; < X3 < X4 und ldse die Gleichung
Xa

[ £,(x)dx =0

0
Wegen der Symmetrie muss die rechte Halfte von C, der oberhalb der 1. Achse liegenden Flache,
genauso grol3 wie die Halfte der unterhalb der 1. Achse liegenden Flache — und das ist D — sein. Der
orientierte Flacheninhalt muss dann wegen der verschiedenen Vorzeichen natirlich null sein; diesen
Sachverhalt driickt der Ansatz aus und ist deshalb auch richtig.

Die sich aus den beiden Ansatzen ergebende Rechnung ist bei V2 jedoch wesentlich elementarer.



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung Aufgabe Nr. 14: Fischbestand

Hinweis: Die Einteilung der y-Achse in der mitgelieferten Graphik ist meiner Meinung
nach nicht korrekt. Statt 0,2 und 0,4 musste es 0,1 und 0,2 heil3en.

a) Nullstellen: f(t) =0
Da e'= 0 fur alle t nicht erfullbar ist, gibt es keine Nullstellen.

Extrema: f'(t) = 0 (notwendige Bedingung)

P(t) = el (1+e')? - e'-2.(1+e')-e' _e' - (1-¢")
(1+e')* (1+e')

f(t)=0furl—e'=0,alsot=0

Uberprifung der hinreichenden Bedingung:
f’(0) < O liefert fur t = 0 einen Hochpunkt.
f(0) = 0,25 bedeutet, die Funktion hat in H(O | 0,25) einen Hochpunkt.

Wendepunkte: notwendige Bedingung f’(t) =0
Also: 1-4e'+e?=0

Seiz=¢!
22— 4z+1=0 furz~0,3 bzw. z~ 3,7
d.h: t7In0,3 bzw. t7In3,7" 1,3

Die erste Losung entfallt, da t > O vorausgesetzt wurde.
Als y-Koordinate ergibt sich f(1,3) = 0,17 und damit hat f
inW (1,3 ] 0,17) einen Wendepunkt.

1
b)  lim f(t) = lim — =0
t® ¥ t® ¥ e

c) (i) zu zeigen: f'(t) = fur alle t > 0.
Wie man leicht sieht gilt: €' >0 und (1 +e") >0und 1-e'<0 (t> 0), sodass
der Bruch fur alle t > 0 einen negativen Wert annimmt.

Damit f monoton fallend firt> 0, w. z. z. w.



d)

(i) Nein, da f den Zuwachs und nicht den Bestand anzeigt. Der Zuwachs ist

sinkend, was bedeutet, dass weiterhin die Population wachst.

b e' b 2 t
—o .t = et +1)2 . el dt
a(1+et)2 a
Seiz=¢e!
O B

e é o _ g ,
(z+1)y%dz = g+ o =¢6_1 4
a A Z'i'll'iI e t u
e € bt & e +1g
also F(t) = -1

el +1

(1) B(0) ist der Anfangsbestand (4 Mio.)!
Das Integral als Wirkung interpretiert zeigt den Zuwachs in den ersten t

Jahren an. Also wird durch B(t) der Fischbestand zum Zeitpunkt t

beschrieben.
. 2
.. 2 e 1 U
(i) B(2) =B(0) + of(x)dx =4+ &_—_—_U " 4,38
0 et u
e +1g

Nach 2 Jahren ist der Bestand auf 4,38 Mio. angewachsen.

(i)BM) =4- == + > = 45- 1

el+ el+1
Firt? 8 ndhert sich der Wert 4,5.

Langfristig sind also 4,5 Mio. Fische zu erwarten.



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die

Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.
Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 15 — Olympiaschanze Garmisch

a) Lege das Koordinatensystem so, dass A im Ursprung liegt.

Ansatz  f(x)=axX+bx*+cx+d P f'(x)=3ax*+2bx+c

Bedingungen
f(0O)=0pP d=0
f(0)=0pP c=0

f (156) = a%56° + b 3¥56° = - 81
f (156) = 3xa356° + 2% X56 = 0

3xIIl - 156 xIV bx156%=-243 0 b= - 22>
156
_ 243 & A 204 162
NIV 3xx56° + 258 2 956=00 a= 3 12
$ 1567 5 1563567 156

162 . 243

156° 156°

Daraus folgt die Funktionsgleichung | f (X) =

(vergleiche Ergebnis mit der Kontrolle in c))

Die Abbildung zeigt den weiteren Verlauf des Graphen.

+100

100 200 300

=100

Volle Taschenrechner Anzeige bedeutet:



a =0,000042671 und b =-009985207

Gesucht ist das maximale Gefélle des Graphen im relevanten Bereich, also das Maximum
der ersten Ableitung!! von f .

f(x)= ) . 20
70304 1352
g =2 27

= X -
35152 1352

notwendige Bedingung:  f(X) =0

9 27

X - =00 x=78
35152 1352

f'(x) =00

hinreichende Bedingung: f (X)=0 und f"(X)1 0

f"(X) <0 b Dieerste Ableitung hat an der Stelle x = 78 ein Maximum.

rw&:-ﬁi

Steigungswinkel zum Vergleich mit der Zeichnung: tana = 1%1 P a »37,91°

In der Zeichnung ist sind die Winkel 37,96° und 35,5° aufgefuhrt. Auf halber Strecke zwi-
schen A und B, also genau bei x = 78 in dem vorgegebenen Koordinatensystem erhét man
also einen plausiblen Wert. Die Funktion modelliert den Hiigel im relevanten Bereich gut.

b) f(x)=ax®+bx*
f'(X) = 3ax® + 2ox

f'(x) =6ax+2b
f"(x) = 6a

Die Extremstellen ergeben sich aus f (x) =0



3ax®+2bx =0

U xx@Bax+2b)=0U x=0 und x=-§—b
a

Die Wendestelle ergibt sichaus f (X) =0
Gax+2b=0U0 x=-—==-—

Die Wendestelle liegt also genau in der Mitte der beiden Extremstellen.
¢ Ansatz f () =aC+bx®+cx+d b f (x) = 3ax? +2bx+c

Bedingungen

f(0)=0P d=0
f,(0)=0P c=0

f (k)= axk® +b>xk? =- 81
f,(k) = 3%k +2>b %k = 0

3x1l - kXV b2 =-2430 b:-%
- 243§ . 23243 162
inlVv 3>a>4<2+2>qa§ _ngk:ou a=———="—
e %) Kk >3 >k k
162, 243
(09 = o

Im Prinzip kehrt man das Verfahren aus a) um.

: 486 486 " 972 97
fk(X)=FX2' % X fk(X) = 3 X - kz
. 972 486 N 1
fk(X):?X'FZOU X:E
£'(0,5K) = - 12% - tan39°b K »150,04

Die Entfernung zwischen A und B muss also ungefahr 150m betragen, um ein maximales
Gefédle von 39° zu haben.



156

d) Verschiebe den Funktionsgraphen um die Hohe h und berechne gh xdx = 156 xh
0

1000n7

Welter gilt 156> =
40m

=25mpPb h= ém » 016m=16cm
156

Die Schneehohe betragt also 16 cm

€) Fir die exakte Berechnung der Bogenlange einer gekrimmten Linie gilt die Formel

L = gL+ (f (X)) 2 dx

SDO;O'

Da nur eine ndherungswei se Berechnung verlangt wird, reicht hier eine Beschreibung
dessen, was unten sehr formal hergeleitet wird.

Die gekrimmte Linie wird angenghert durch einen Polygonzug, bestehend aus einzel-
nen Geradenstiicken. Dieser Polygonzug wird immer weiter verfeinert, bis man anné
hernd die Lange der Kurve berechnen kann. Formal sieht das so aus:

Zerlege das Intervall a £ x £ b durch die Punkte X, X,,...,X,_; in n, nicht notwendig

gleiche Teile. Die zu diesen x-Koordinaten gehorigen, auf dem Kurvenbogen liegen
den Punkte seien Py, P2 ,...,Pn1. Verbindet man diese geradlinig, so erhdlt man einen
Sehnen oder Polygonzug.

Setzt man X, - X, , =Dx, und vy, -y, =Dy,,soerhdtman fir die einzelnen
Sehnenlangen nach Pythagoras:

o= O = 14 o)

Die Lange des gesamten Sehnenzuges ergibt sich durch Summation der einzelnen
Tellstiicke, also

=4 frr O8]

=\ (k)

Summe)

>(va) , X,=a und x, =b (dasZeichen § steht fir



Fur dieim Intervall a£ x£ b stetig differenzierbare Funktion f gibt es
(Mittelwertsatz) fir jedes Intervall X, , £ X£ x, eine Stelle z, mit

. Dy .
f(z)==—L mitx, ,£z£
2)= o, MtxE2EX

Strebt n nun gegen Unendlich, dann ist, unabhangig wie die Teilung gewahit wurde:

im s, = im & T+ (1 (2,)7 D) = oL+ (1 () 7ae

n® ¥

Das Verfahren ist dhnlich zur Berechnung von Ober — und Untersumme bei Integralen.



Die Veroffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prifung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6ésung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fir die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 16 — Tennis

a) Die Lange und Breite des Tennisplatzes ergibt sich aus den Koordinaten von Q oder E oder F bzw.
G oder H

Lange 24 m; Breite 9 m

) Definition der Geschwindigkeit v = Weg _s

Zeit t
< ist die Lange der Strecke PH , also d = /(4,5- 4)? +(6- 24)> +(0- 3)* »18,26

bt=3 _w 0,37 Sekunden
v 180T

c) Gesucht ist der Winkel zwischen der Geraden durch P und H und der xx2-Ebene.

n*u 8@6
Esgilt dna = , wobel n= ¢O0+ und u=PH
nﬁu 812’
C0-* £24- 6.
15 £3-0
:sinazgﬂ8 = 3 P a»95°

1x/33325 /33325

d) Der Spiegelpunkt von H an der xixo-Ebene ist H (4|24} 3).

olo P
Geradengleichung durch H und P: x =¢ 24 ++txc- 18-+
&3 €335

Schnitt mit der x;xs-Ebene mit der Gleichung % = 0 ergibt:

24-18 =00 t= —p sa%—|0|1—



e) Essoll der Teil des Aufschlagfeldes bestimmt werden, der vom Ball bel einem gultigen Aufschlag
getroffen werden kann.

Strategie:
1.

N

Die mdglichen Flugbahnen des Tennisballs liegen in den Ebenen E; durch H, D

und B bzw. E durch H, D und F. Bestimme die Normal envektoren F]l und Flz
dieser Ebenen.

Bestimme die Schnittgerade g der Ebenen E; und E;. Diese ist identisch mit der
Geraden durch H und D.

Bestimme den Schnittpunkt S der Schnittgeraden g mit der x;x.- Ebene.

Bestimme die Schnittgeraden von E; und E, mit der x3xo-Ebene. Als Ortsvektor
nimmt man s und as Ri chtungsvektoren jewells das V ektorprodukt von n. bzw.
n2 mit dem Normalenvektor es der X1 Xo- Ebene.

Die x - Koordinate muss wegen der Grof3e des Aufschlagfeldes die Bedingung
4,5£ x, £9 erflllen.

20,59 a45 90 ¢3e24 o

n, =HD" BD = 812 ¢ 0 ;_9-935-

& 215 & 025 & 54 4
2050 22450 2240

n,=HD" FD=¢- 122 ¢ 0 ;_3955_

& 215 & 025 & 545

(a;e40 ae05o
2.0: X = c24-+ +t>@ 12+
&35 & 21
3 48
—OU 3- 21t—0U t—— S(;ag;|—|0—; S(4,716,9|0)

8@0
4. ¢cO0+

8324 0 89350 8@0 83240 ?9550
c- 935——g24—, gO— ¢955+=¢ 24 =

§lz €54 5 €05 Gl & 545 & 0 3
a330 330
$75 29350 $7: 9550
- 48 - ¢ - N 48+
Sl X:?}T;'I‘k 2,4+ s 52 X:g7;+| 2,4 =
¢or &0p ¢or & 0 g
& o & o



5.

Die Gerade s, schneidet die Aufschlagmittellinie, also gilt:

33 935_9 - 60
—+kx—==U k=-——
7 100 2 2618

P SP(45]|68(0)

Die Gerade s, schneidet die Aufschlagaulenlinie, also gilt:

3,955 _g (. 600
7 100 1337

P SP,(9]|58]0); Dieser Punkt liegt allerdings auf3erhalb des T-Feldes.

Berechne den Schnittpunkt von s, mit der T-Linie:

@+|x§:60 |:_£
7 10

Die Gerade s, schneidet die T-Linieim Punkt SP,(8,125|60)

SP; bildet zusammen mit SPy, Sund P, die vier Ecken der Landeflache.



': |L| |r.1'-l| |

l'fl'
) ‘I|| by

f ",:_ | II| ']II |




Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die

Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.
Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 18 — vektorielle Geometrie

ohne Zeichnungen
862 o aé-o 8e9 o) ae 16
a)gx ¢cl- +I>@2 und h, : X = cl2- +m>@t—
&1y &5 &2 &35
a2 O B0 &9 0 ae 16

R ek

gl <+ | >@2——812 +m>1;t—
&ly &y & 25 &35

l. -7+ +nr=0

. -11+2 - m:t=0

. 1+2 -3mr=0

Ausl.folgt | =7- mr ;inlll. folgt 1+14- 2rr - 3r=0U n=3p | =4
Inll. folgt - 11+8-3t=00 t=-1 ; Schnittpunkt S(6|9|7)

a) Ein Punkt auf der Geraden g hat die Koordinaten G(2+1 |[1+2l |-1+2])

e- 7+l 9
QG =¢ 11+2 =
§1+2 4

d2=(- 7+1 ) +(-11+2 )2+ (1+2 )? =9 2- 54l +171=(3/11)? =99
O12-6l +8=0p I,,=3++/9-8=3+1

|, =4 und | , =2 Einsetzen in G ergibt die gesuchten Punkte A(6]9|7) = S und B(4/5]3)



c) Diezur Geraden g senkrechte Ebene E, die den Punkt Q enthélt hat den Richtungs-

806
vektor der Geraden g al's Normalenvektor, also n= 32: daraus folgt die Ebenen
&2
Ao &x0 &9 ¢
gleichung E: 82 gy—- 812— =00 E:x+2y+2z-29=0
825 &5 & 24
Setze die Gerade g dort ein:

2+t+2:(1+2t)+2:(-1+2t)- 29=00 9t- 27=00 t =3
Der Schnittpunkt von E und g ist also F(5|7[5).
Fur den Spiegelpunkt Q' folgt

29 o ae4o &l 6

0Q' =0Q +2>XQF = 312 +2><g 5——82— aso Q'(1)212)
&2 @75 &2
go po oo plo £0
d) E: x= cO++ kxg2+ +I><9 1— Normalenvektor: ne =¢2+" ¢- 1+=¢- 5+
&5 &g &35 &5 &35 &l
8 0 Gxo abdl
Normalenform: g 5+ *gy' 893’_0
o &7 &
Koordinatenform: 8x- 5y +z =10
o
Der Normalenvektor der Ebene Fist n. =¢2+.
&5
B0 a8 0

Skalarprodukt mit Ne ergibt: 82;* g 5-=0, aso sind die Ebenen senkrecht zueinander.
&5 &1 5



Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 20 - Krankheit

won
':l} K G WS W
02 03 01 0
o G 0 07 0 0f
WG 072 0 09 0

008 0 0 1

c) by Die Ubergangsmatrix fur einen FUnf-Wochen-Zeitraum
lautet:
0,0987 0,603 01084 0
s®=| 0 01681 0 0
0,7803 0,5933 08573 0
04211 0,0783 0,0344 1

Die Werte werden der Matrix AS entnommen:

ba) 16.81%
bs) 7.83%

0 3339

c) Startvektor v =| >, 4.5 =21

a 5832

0 68,4

c1) Situation nach drei Wochen:

Kranke: ca. 334 Personen Gesunde: ca. 515 Personen

wieder gesund: ca. 583 Personen  verstorben: ca. 68
Personen

C2) langfristige Entwicklung ( durch TR-Uberpriifung):
Auf Daver gesehen wird die Population aussterben.
d) di) verkiUrzte Ubergangsmatrix:

0,2 03 0l
B=10 07 0] .
08 0 09

dz) Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren:

0,2-k 03 01
B-k-E,=| 0 07-k 0

0.8 0 09-k
Damit ergibt sich folgende charakteristisch Gleichung:

0=|B-k-E,|=(02-k)0,7-k)0,9-k)-0,1-(0,7 - k)-0,8 = —k* + 1,8k* = 0,87k + 0,07
= (0,7-%)-(k* =Ll +0,1) = (0,7 - &)}k - 1)(k - 0,1)
Als Eigenwerte ergeben sich somit: &, =07 ;k, =1 ; &, =01 .
FOr die zugehdrigen Eigenvektoren ergibt die Rechnung:
|Q,2:+ﬂ,3y+0.lz=0,7|1 x:-l—z ( 1 J
Zu ki 0,7y =0,7y = '; = W, =| 3

08x+09z=0,7z Y ='Ez L-q

I

3
3

2
211
]
2

2
3|3
2011
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Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 20 - Krankheit

fu k2:  Das entsprechende GLS fohrt zu &, =

[
-1
Lu ks: Das entsprechende GLS fuhrt zu W, =[ r::]

0
da} Darstellung des Startvektors E:[mm]als
0

Linearkombination

0
der Eigenvektoren: r.@, +s5-@, +1-i, =[159{:J
0

Mit dem TR ergibt sich: r=500 gs= 166% f= ﬁﬁﬁ%

Damit erhé@lt man:
T, = A" -7, = S00- k" -, +166§k:" ¥y +666§-.{-3" i

Die erste Komponente von i_liefert den Krankenbestand

nach n Wochen: 500.0,7" +166§—666§-ﬂ,1‘

Die auf r! erweiterte Funktion lautet somit:

f(x) = 500- 0,7 uﬁﬁﬁ%-n,rr +|55§ (%20,

|

LU bestimmen ist die Wendestelle von f:

TR
S (x) = 500- (In¢0,7)2 0, 7* ~ 666%-{111(0,1}2}:},1‘ D PR =0 = x~2,065

TR
'(2,065) > 0. Der Krankenstand nimmt nach zwei Wochen am stirksten ab,

y
d4) Da in () =166—§— ist, nahert sich der Krankenstand diesem Wert,
x oo

ZA4
To

21
2 1
2
2 1
2
1
2
1 2
2
2
26 | 22
50 | 42
'
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Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung Aufgabe Nr. 21 - Flugbahnen

a)

b)

Bestimmen der Seitenvektoren

mp o po g g ¢
AB = QO% ; AC = (;800? ; CDh = QO? ; BD = (;800?
€0 5 €4 5 €05 §4 5

zeigt, dass es ein Parallelogramm ist.

AB - AC = 0 liefert den Nachweis fiir die Existenz eines rechten Winkels.
Also handelt es sich um ein Rechteck.

Fur den LotfuBpunkt L des Punktes P zur Geraden gilt:
L = (100- 0,1t | -2550 + 22t | 228,75— 1,5t)

FL - r = (100 - O1)(-01) + (-2550 + 2t)- 22 + (220,75 - 15t)-15) = O,
da die Vektoren senkrecht aufeinander stehen.
Als Losung ergibt sich t~116,072.

Damit hat der Vektor FL die Lange 100.
Der Abstand betrégt also 100 Meter.

&0 0
Mithilfe des Kreuzprodukts erhalt man 8 -1 als Normalenvektor der Ebene E
€200
(Landebahn) und y — 200z = 0 als Koordinatenform fir die Ebene E.
Der Schnittpunkt von E und der Geraden x(t) ergibt sich nach Lésen der Gleichung
-2550 + 22t — 200 (228,75 — 1,5t) = 0 (Einsetzen von x(t) in E)
Die Losung t = 150 liefert als Schnittpunkt (Aufsetzpunkt des Flugzeugs) den Punkt
S(85]750]|3,75),

der, wie man leicht sieht auf der Landebahn liegt.

20 0 @010
¢-1: ¢22 1
sina = 200y & 15, liefert als Winkel: a = 4,2 °.
@0 0 (
8-1;-
§00 5




d)

f)

Dieses Mal musste die Landung also klappen, da die beiden Bedingungen erfullt sind.

Bestimmen des Schnittpunktes durch Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen:

X(t) = y(k)

liefert als LGS mit zwei Variablen

100 - 0,1t =53+ 2k
-2550 + 22t = -410 — 30k
228,75 -1,5t = 43,75 + 4k

das die Lésungen t = 70 und k = 20 hat,
mit dem gemeinsamen Punkt Q( 93| -1010 | 123,75).
Aus den Parametern lasst sich ablesen, dass die beiden Flugzeuge zu verschiedenen

Zeitpunkten sich an diesem Ort befinden.

ge 9 0 8e153 0
X(50) = ¢- 1450+ und y(50) = ¢- 1910 - liefert die Koordinaten der beiden Punkte, an
§153,75 243,75

denen sich die beiden Flieger zum Zeitpunkt t = 50 befinden.

Als Lange d des Vektors zwischen diesen beiden Punkten erhalt man d = 472,30 m.

Fir ein beliebiges t ergibt sich der folgende Vektor zwischen den beiden Punkten:
@ 21t - 47 ©
& 52t + 2140%.
§ 55t - 185
Das Quadrat seiner Lange liefert folgende Funktionsgleichung:
d(t) = 2738,66t> — 2035t + 34225,
Mit den Mitteln der Analysis ergibt sich nach Gleichsetzen der 1. Ableitung mit Null fur t
der Wertt™ 41.
Nach 41 Sekunden ist also der Abstand zwischen den beiden Flugzeugen minimal.



Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 22 — Odnis im Osten

a) Aus den Angaben ergibt sich der folgende Graph:

29999 00125

Die Matrix lautet: M = §0001 0988
) ) (%]

b) Schwachpunkte:
- Das Wanderungsverhalten kann sich &ndern (politische Entscheidungen).
- Das naturliche Wachstum bleibt unbertcksichtigt.
Annahme:

- Die Bedingungen bleiben in den nachsten Jahren so wie im Text beschrieben.

26950  o89,5925 ¢

C) 2005: M - ? = .
) 355 &13.40755
95925 9,6838 &
2006: M . & 0_* 9
3,4075 33162 5
998 00246 997 00366
d v = & 2 we o= @ 2
€002 09765 €0,003 09645
, 98950 69,6850

T = I Abweichungen wegen Rundungen!
§13,5¢, §13,315 p

Interpretation:
2,4 % aus den neuen Bundeslandern sind in die alten abgewandert, wahrend nur

0,2 % in die entgegen gesetzte Richtung wanderten.



e)

)

E%Zii g:g;zg ' gg = g% als Ansatz liefert das folgende
Gleichungssystem.
X + y =83
0,999 x + 0,012y =x
0,001 x + 0,988y =y

das die Lésungen x = 6,38 und y = 76,62 hat.
6,38 Mio. Einwohner werden langfristig in den neuen Bundeslandern sich
befinden, wahren es in den alten Bundeslandern 76,62 Mio. sind. Die Zahlen sind

also noch dramatischer als in dem Artikel vermeldet.
Als Ansatz ergibt sich

999  a ¢ 30 30 N . 3}
29 2. & 9= & 9 , da die Einwohnerzahl in den neuen Bundeslandern
§0,001 1- ay glo,g, glo,;,

nicht unter 10 Mio. sinken soll und das Wanderungsverhalten in den alten
Landern gleich bleibt.

Daraus ergibt sich die folgende Gleichung:

0,99973 +10a =73
mit der Losung a” 0,0073.

Das heilt, dass die Abwanderungsrate in den alten Bundeslandern bei 0,73 %

liegen musste.



Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 23 - Bevolkerungsentwicklung

1) Es gilt A a800006_a760006 ad60006 2732000
) %200002; §24000 >§24000 p gzesooﬂ'

bo
Mit Azgc diergeben sich die Gleichungen
2}

| 80000a+20000b =76000P b=38- 4a

I 80000c +20000d =24000P d =1,2- 4c

[l 76000a +24000b = 73200

IV 76000c + 24000d = 26800

b eingesetzt in Il ergibt a=0,9; d eingesetzt in IV ergibt c=0.1
P b=02d=08

9 0,2¢
Also A= 20, 0
§01 08g

Diagramm:

I 20%
90% 80%

10%
32000 _ 912400

Vertellung fr 2005: A% 003~ §287607
2

, d.h. 71240 leben in der City, 28760 in den

Vororten.
aa1240¢ o 898680

Verteilung ftr 2010: A>§ I
287607 P 530132 &

d.h. 69868 leben in der City, 30132 in den

Vororten.
a800000 . _ a1 @OOOOQ

Fir den Verteilungsvektor Xvon 1985 gilt Axx= U X=A I
§20000 P %20000,5,

Bestimme A™:

& 8 20
209 021 06 09 02/ 1 006 22063 0[-072 018 %1 07 ~7=

%o;L 0,80 1 go 07- 01 095 E 0 07/-01 09 go 1.1 9

20
., 2800006 8%571477 _ _ _
Damitist A >§ ==¢ 5. 1985 lebten ca. 85714 Leute in der City, 14286 in
200005 Q142852
79
den Vororten.
®9 020 .
2.) Fur die stationare Verteilung gilt: A:X=X, also =X.
§01 08ﬂ
- 01x+0,2y =0
01x- 0,2y =0

. 20
Damit x=2y und X =rg =.
G5
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Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 23 - Bevolkerungsentwicklung

&0

Da auRerdem x+y=1, folgt 2r+r =10 r -1 und damit ist X = Q?‘dle stationare

30
Verteilung.
Bezogen auf 100000 Einwohner heifdt das: ca. 66667 Bewohner in der City und
33333 in den Vororten.
Fur die stochastische Grenzmatrix G gilt:
oA 20

. ®9 0 20 C’E 3
=C —denn diese stimmt in den Spalten Uberein, jede Spalte
n® ¥§01 082, 1 1.

§3 3;25
stellt die stationare Verteilung dar, G multipliziert mit einem Verteilungsvektor
verandert diesen nicht.

Langfristig ist mit éCity— und %Vorortbewohner zu rechnen.

3.) k1 IRist Eigenwert der Matrix A, wenn gilt A:X=k:X.

a9 020

s =kxx 0 (0,9- k)x+0,2y=0U01x+(08- k)y=0
%o,l o,sg
209-k 02 | 06 a89-k 02 | 0¢

g 01 08-k| 0y E 0 k2-17k+07| 0

Das homogene LGS hat aul3er der trivialen Losung eine Lésung, wenn gilt
k?-17k+07=00 k=085+./0,02250 k=1Uk=0,7

k=1 bzw. k=0,7 sind die Eigenwerte der Matrix A.

Eigenvektor zum Eigenwert k;=1: (09- 1)xx+0,2y =0U x=2yb X = rgg.
4]

Eigenvektor zum Eigenwert k;=0,7: 0,2x+0,2y=0U x=-yb X Ee o
2}

8

q

-0

O

4.) Z.Z. ist: Die stationare Verteilung der Matrix A ist X =€ q__

T +

DO 0O

p+dp

(1- px+ay=xUpx+(1- gy =y
- px+qy=0Upx- gy=0pP x=—y, da x+y=1 gilt
P

ﬂy+y:10 y=
Y

P . Damit: x= 9 .
g+p g+p
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Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 23 - Bevolkerungsentwicklung

@ q 0

g —

a4+ pg
gegebene Form.

5) Z.Z.ist fur alle p,ql IRgilt (a) Aée g—(l p- q)

2

() -p qoeeld ae1+p+qo
% p 195815 & p+l-qp
-p g 0a®0_oF- pq+pqo o8 0

(b)
g p 1 QQ;EI% gqufp Pz gpﬂ
Damit ist die Behauptung gezeigt.

=(@-

a2 16

)glﬂ

g —und (b) A

x=¢4 :) ija die stationare Verteilung die Spalten der Grenzmatrix angibt, hat G die

QII-O:
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Die Verotffentlichung dieser Losung geschieht ohne inhaltliche Prufung durch die
Bezirksregierung Dusseldorf und den Mathe-Treff.

Die L6sung stammt nicht vom Originalautor der Aufgabe, sondern von einem Leser des Mathe-
Treffs. Wir bedanken uns herzlich fur die Erstellung der Aufgabenlésung.

Losung zu Aufgabe Nr. 24 — Dreieckspyramiden

Alternativlésung

a) 290 220
Die Geradeg mit g: x = g 4=+t &?; 1 = verlauft senkrecht zu E durch den Punkt D. Fiir
&2 &2

den Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ebene gilt:
2:(9+2t)+(-4+t)- 2:(-2- 2t)=-180 18+9t=-180 t=-4,
den Spiegelpunkt von D zur Ebene E erhélt man fir t = -8, also Dspiega(-7]-12|14)

b)

Flacheninhalt des Dreiecks mittels A = %‘E' E‘ 1

E:§>64:27 (FE)

Volumen der Pyramide

L L ae 360 &lS ¢ 1
v :—{(ﬁ' E)*E‘:— & 187+ & 12] =2} 649/ =108 (VE)
6 6 B 176
€36 & 9;

C) Einsetzen der Geraden in die Ebene E ergibt:

2:(-6+t:(1+2k)) +(8+t:(2- 2k)) - 2:(7+t:(2+Kk)) =-18
U -12+2t+4kt+8+ 2t - 2kt- 14- 4t- 2kt =- 18

U -18=-18

Die Geradenschar h, liegt also in der Ebene E.

d) Der Richtungsvektor der Geraden AC und der Richtungsvektor der Schar sind linear ab-
héngig fur k = - 2 , aulBerdem liegt der Punkt A auf jeder Geraden der Schar, d.h. die Ge-
rade AC gehort zu der Schar.

Beweis der linearen Abhangigkeit:




xe’ 0 A+ 2k9

tsg- 16= g2~ 2k~ fuhrt auf die drei Gleichungen:
&-15 §2+kj

I 7t=(1+2k)

1. -16t = (2-2K)
.- 1t = (2+K)

Einsetzen von I11. in I. und II. fUhrt zu:
" -14- 7Tk=1+2k U k=-§ und 1I* 32+16k=2- 2kU k =-

AuslIlI. folgt dann noch t = - %

£o g
hy :x=¢ 8 ++tx- 8+
&7 &75
&ll) &7 ¢
& 87 ¢- 165

7-%-17
cosa = 8 2 8 g_ 198 »0,74Pb a »423°
J234 /306 /234 /306

wlo



Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 24- Dreieckspyramide

a) Gegebensind die Punkte A[-6; 8:7 ).B(-3;-4:4),C[1:-8; 68).
FUr die Parametergleichung ergibt sich:

-6 3 7
E:z=| 8 |+ -12|+4 16
7 -3 -1
Bestimmung eines Normalenvektors mithilfe des Vektorproduktes:

3 7 - 36
A=uxv=|-12|x|-16|=| -18
-3 -1 36

Normalenvektor.

2 -6 2
=na=| 1 |=>d=agon=| 8 [o] 1 |=-12+8-14=-18 = E:2x+y-2z=-18
-2 7 -2

b) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
S« (x/0/0) = 2x=-18 =>x=-9,

. Jedes Vielfache ist auch ein

Sy [0/y/O) = y=-18,

$: (0/0/z) = Z=9 [ —>
"y 7 }’
c) Die Punkiprobe mitD(9:-4:-2)ergibt: 29+ 1{-4)-2(-2)=18 «-18

D ist kein Punkt der Ebene E. Mit der Hesseschen-Normalform ergibt
sich fUr den Abstand d des Punktes D von der Ebene E:
d=|1-9 +(=4)-2-(-2)+18]| 36 _
| 3 | 3

12.

9 2
Die Gerade g mit g: z =[—4J+{ 1 ]veﬂﬁiuﬁ senkrecht zu E durch den
-2) (-2

Punkt D.
FUr den Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ebene gilt:
2(F+21)+[-441)-2(-2-21)=-18B = 18+ 4t -4+ 1+ 4+ 41=-18B = t = -4,

Der Punkt D' dieser Geraden zu t = -8 ist der gesuchte Punkt, den man
durch Spiegelung des Punktes D an der Ebene E erhdlt. Man erhdlt:

2 -7
d=|-4|-8 1 |=|-12| = D(-7-12114)
-2) -2

14
-6 3 - [ 2 —
d) Gerade AB: z=| 8 |+r-12| mitAB=|-12| =|aB|=+i62 .
7

FUr die Hohe h zur Seite AB des Dreiecks ABC berechnet man:
1. M&glichkeit: ( Projektionsverfahren)(bevorzugtes Verfahrenl)
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Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 24- Dreieckspyramide

q

- —p -6 3 1 - (3
h,=CQ=3-5=| 8 |+ -12|=[-8|=]|16 +—rt—12- A\
7 -3 6 1 -3 1%
R @ r

= 3 3
— - 2 ol
CQLAB = 16 |+A-12]]s|-12 =D:-21-192-3+r{9+144+9}_D=>r-15
| =3 3 -216-162r=0

3 -3
+1%{-12J={0J =|CQ| =18 =424 LE.
-3} (-3

2. Mébdlichkeit: | Tigonometrie)
|AB) = V162 wnd |KT]= /306

(3 7
'L—lz ol -16
-3 -1 214192 +1 216
cosa=———-—-=-——=-—-—-—m0,9?‘ = =14,04°
V1624306 J1624306 41624306

sma-r——:h _|Aq .sina =~ 4,24 LE.

A4

Insgesamt erhdlit man fir das Volumen der Dreieckspyramide:

-7
16
1

7,=Ch=

n_p
v =%—-%-|AB|—!:AB -h, =é¢162 -4,24:12~108 (V.E)

-6 (1+2;c
e) Geradenschar: & : %=| 8 [+42-2k (tk e R)
7 '12+k

Einsetzen in die Koordinatengleichung der Ebenen E:

2(-6+1(1+2k) +(8+1(2-2k) )-2(7+t(2+k)=-18

= -12+2t+4ki+8+21-2kt-14-41-2kt=-18 = - 18 =- 18

= Jede Gerade hat unendlich viele Schnittpunkte mit der Ebene
= Jede Gerade der Geradenschar liegt in der Ebene E.

f] Ist die Gerade AC eine Gerade der Geradenschar?
Gerade AC;

-6 7Y (-6
8 |+r=16]|= & |+t
7 -1 7
Die Gerade AC ist keine Gerade der Geradenschar.

-G (1+10 -6 11
E= 8 |+42-10|=| 8 |+1 -8
7 7

7 (2+5) |

x= 2-2k|= -16=2~2k = k=9 (Widerspruch!}

2+k ~1=2+k k=3

I+2k] T=1+2k k=3

7)) L—FJ 77+128-7 198

=0,74 Da=42,3°

o

V234306 234306 2344306 IA3 26 23 4

49 43 8
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Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 25 - Minzwanderung

a) Ubergangsmatrix Von den in Deutschland umlaufenden Miinzen bleiben 88 % in

88 0,06 0,154 Deutschland (D), 6 % gehen nach Frankreich (F), 6 % gehen
3006 0.9 005- in sonstige Lander (S). Von den in Frankreich umlaufenden

Minzen gehen 6 % nach D, bleiben 90 % in F und gehen 4
&06 004 0859 nach s,

Von den in sonstigen Landern umlaufenden Minzen gehen 15 % nach D, 5%
nach F und bleiben 80 % in S.

b)
3 _E@’gg S aéOOO 8880 Man erhélt wie erwartet, dass nach
Doz =AxDp =¢0,06 0.9 005—’@ 0 +=¢6 + einem Jahr 88 % der deutschen

§0,06 004 085%0 5 %65 MunzeninD, 6%inFund6%in
S befinden.

8@,88 0,06 O 150 ?80 8978 v o Nach zwei Jahren befi nden SlCh

inD, 10,98 % in F und 10,32 %
€0,06 004 08 gge 5 glo,sz,a g oinFun 0
20787 01128 02%p
= AXA =¢01098 08156 0094 b
€01032 00716 0,651

Die 2 - jahrige Ubergangsmatrix ist A2

a#5,807 0
Do = A2 D04 » (18567 -
K15,626
Zum 1.1.06 sind 65,8 % der deutschen Minzenin D, 18,6 % in Fund 15,6 % in S

c)D stationdre Vertellungb A :D =D, diesfihrt zu dem homogenen LGS:

2012 006 015|085 @6 3 75|08 @6 3 75|09
¢ 006 -01 0050+ ¢6-10 5|0+ ¢O -7 125]|0:
€006 004 -02 |0, &6 4 -2|0, &0 7 -125]|0,
14 .
—-14d, +25d3; =0pb d; = 2—5>d2 Sei d, =25t b
ds =14t b 6d; =3-25t + 7,5.14t=180t b
1 a80¢ U
d; =30t b L—:t>g25 t1 Ry P Mit d, +d, +d3 =100
bo&ag |
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Losungen zum Reader Abituraufgaben Mathematik
Aufgabe 25 - Minzwanderung

100 280/235 43,480
ist t==— und D =100 %25/69» ¢36,23- eine stationdre Verteilung, ~ wobei
69 K14/69 5 £0,29
43,48 % der deutschen Minzen in D, 36,23 % in F
und 20,29 % in S-Landern sind.

d)Die Anzahl der Miinzen in Deutschland errechnet sich entweder aus
0,88:800 + 0,06 :600 + 0,15:150 = 762,50 [Mio] und analog folgt, dass 595,5 Mio

Minzen in Frankreich und 192 Mio. in den sonstigen Landern am 1.1.2004 sind
oder

ad62,5¢ 28000
mit Hilfe der Ubergangsmatrix A zu 8595,5%= A &9;600%.
§192 ;  &505

e)l p(DD) = 0,7744=7744%

80
Il p(FD;SD) =0,0126 = 1,26 % Wanderung deutscher Miinzen /
Il Satz von Bayes; S S5 %
po(F) = p(FD)/p( DD;FD;SD )

6 %
=0,00457.. » 0,46 % 6 %

90%
88%

A

o

0,

88%
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