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Fir jede reelle Zahl t ist eine Funktionenschar f, gegeben durch

ft(X) =

t+In(x)

x>0

Weisen Sie nach, dass f, Null-, Extrem- und Wendestellen besitzt. Untersuchen Sie
auch das Verhalten fur x -0 und x — oo und zeichnen Sie den Graphen f, fir

0<x<5.(1LE =2cm)

Erklaren Sie, was in den Schritten 1 bis 3 im
nebenstehenden Kasten berechnet wird. Was be-
schreibt y in Zeile 3?

Ubertragen Sie die Rechnung auf den Punkt

(el‘t‘e“l) der Funktionenschar f (x) und inter-
pretieren Sie das Ergebnis.

Die Funktion f,, die x-Achse und die zur y-
Achse parallele Gerade durch den Hochpunkt
von f, umschlieRen eine endliche Fléache.
Bestimmen Sie deren Inhalt und interpretieren
Sie lhr Ergebnis.

Bestimmung einer besonderen Kurve:

Fur g,(x) = 2x* +tx® ist der Punkt

_34 20 e Tiefpunkt .
8 | 2048
1. x:—gt
8
2.t:—§x
3
27 8 4 4
3. y=—C (-Zx)4=-%x
y 2048( 3 ) 3

Léasst man den Graphen f, (siehe a) im Intervall [e? h] um die x-Achse rotieren, so

entsteht ein Rotationskdrper, der einer Rotweinkaraffe dhnelt.

Man kann jetzt das Volumen der Karaffe in Abhangigkeit zur Flllhéhe h berechnen.
Mdochte man zu einem gegebenen Volumen V dieser ,,Karaffe“ die Fillhéhe h
bestimmen, so gelangt man nach einigen Umformungsschritten zu folgender Glei-

chung:

2 +6z+10= (i+14,78)eZ
T

(mit z=1In(h))

Diese Gleichung ist mit den herkdmmlichen Mitteln algebraisch nicht l6sbar. Erldu-
tern Sie, wie man zumindest naherungsweise flr z eine Losung bestimmen konnte.
Begriinden Sie, dass es nicht fur jeden Wert von V eine Lésung geben kann.

2
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung:

2005 M-LK_A 1

Im Wesentlichen ist diese Aufgabe an traditionellen Fragestellungen orientiert. Sie erfordert einen
sicheren Umgang mit den Kalkilen der Analysis. Dabei missen gefundene Ergebnisse interpretiert
und Rechenwege erldutert werden. Da die Kenntnis des Begriffs der Ortskurve nicht vorausgesetzt
werden kann, soll dies im Aufgabenteil b) zunéchst an einem Beispiel erlutert und dann auf die ,,ei-
gentliche” Funktion Ubertragen werden. Im weiteren Verlauf der Aufgabe wird erwartet, dass man
Losungsansétze entwickelt, wenn herkdmmliche Rechenroutinen nicht zum gewinschten Erfolg fiih-

ren.

I11. Lésungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete LOsungen [

Bemerkungen

a. | Nullstellenberechnung, Bedingungen (z. B. f(x,)=0) 7

formulieren. Die entstehenden Gleichungen Iésen.
Extrema u. Wendepunkte: Bedingungen in Gleichungen

fassen (z. B. fir Extrema f/(x;)=0 A f/(xc) #0),ent-

stehende Gleichungen I6sen, Bedingungen lberprifen. Es
gibt nur Hochpunkte und keine Tiefpunkte.

Asymptoten als Grenzwert formulieren.

Ableitungen
1-t—In(x " 2In(x)+2t-3
f, ( )_—() f(x )_%
mroy  11—6t— 6Inx

Nullstelle N, (e /0); Extrema H,(e*" /e'™?)
3 3

Wendestellen: W, (e2 /Ee 2)

Asymptoten: Die x-Achse ist Asymptote fiir X — oo .

Fur x — 0 folgt, dass die y-Achse Asymptote ist.

10

Standardstoff
des Analysisun-
terrichtes, si-
cherer Umgang
mit Kurven-
scharen
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N

3

L

Die x-Koordinate des Tiefpunktes wird nach t aufgelést und | 2 5 Erkennen der 3
mit dieser Umformung der Parameter t aus der y-Koordinate angegebenen
eliminiert. Alle Tiefpunkte der Schar liegen daher auf dem Umformungs-
Graphen von'y aus Zeile 3 (Fachbegriff: Ortskurve). schritte  bzw.
Ubertragung auf das Beispiel: Ergebnisse und
1 ihre Interpreta-
x=e' o t=1-Inx;y=e"" o y="1 tion.
Die Hochpunkte der Schar liegen auf einer Hyperbel. Ortskurve  er-
kennen.
Richtiges Formulieren des gesuchten Integrals mit | 2 7 Anwendung der
oIt partiellen Integ-
I f,(x)dx = A. Ermittlung der passenden Stammfunktion ration.
—t
e
durch z. B. partielle Integration .
Flachenberechnung:
el—t .
t+In(x) 1 it 1 Im Ergebnis
A= J. (———=)dx =[tIn(x) + = (In(x))*]°, == . Das taucht der Pa-
- X 2 e 2 .
rameter t nicht
Ergebnis ist vom gewdahlten Parameter unabhéngig. mehr auf.
Interpretiert man die einzelnen Seiten der Gleichung als Erlauterung
. -V einer Losungs-
Funktionen [n(z) = 2> + 62 +10; t(z) = (— +14,78)e’] strategie. J
V4
und zeichnet deren Graphen in ein gemeinsames Koordina- v be-
tensystem, kann man ber den Schnittpunkt der Kurven eine neonmL%r;Sﬁgz_e
Losung finden. Ist V >14,78- 7, so gibt es keine Lésung. weg abwei9
Der Graph von t(z) verlauft dann namlich auf bzw. unter- chende, aber
halb der x-Achse, n(z)aber weiterhin immer oberhalb der dennoch zum
x-Achse. Ziel fuhrende
Ldsungen, sind
als gleichwertig
anzusehen.
24011 | 22
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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis

Aufgaben

Zu jedem k > 0 ist eine Funktion f, gegeben durch
i (t) =80e"" —3e™" =80e" —3(e"')"; teR

a. Bestimmen Sie die Schnittpunkte mit der t-Achse, die Hoch-, Tief- und Wendepunkte
sowie die Asymptoten des Graphen von f.

b. Begrunden Sie, dass der folgende Graph zu fy 5 gehort.

£it)
£000

5000

4000

3000

2000

1000

-1000

C. Die t-Achse und der Graph von fx begrenzen eine bis ,,ins Unendliche reichende* Fla-
che. Berechnen Sie die Gleichung der zur t-Achse senkrechten Geraden g, die diese
Flache in zwei Teilflachen einteilt, sodass der Inhalt der linken Teilflache dreimal so
grol ist wie der Inhalt der rechten Teilflache.

d. Der Graph von fy5 (siehe Aufgabenteil b) zeigt den Verlauf einer Schadlingspopulati-
on in einem Wald wéhrend der Bekdmpfung mit einem Pestizid, beginnend bei t; =0
und endend zu der Zeit t, ab der keine Schédlinge im Wald mehr vorhanden sind. Da-
bei gilt Folgendes:
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1 Einheit der Funktionswerte = 1000 Schadlinge
1 Einheit der t-Werte = 1 Tag

dl. Beschreiben Sie kurz den Verlauf der Population in dem Intervall [t; ; t2]. Gehen Sie
dabei auf die GroRe und auf die Wachstumsgeschwindigkeit der Schadlingspopulation
ein.

d2. 18 Stunden bevor die Population am starksten wuchs, wurde das Pestizid tiber dem
Wald verspriiht. Bestimmen Sie den Zeitpunkt und die Anzahl der Schadlinge zu die-
sem Zeitpunkt.

d3.  Jeder Schadling vertilgt pro Tag 3 cm? Blattflache. Wie viel Blattflache wurde von
den Schadlingen insgesamt gefressen?
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung

Die Aufgabenteile a und b gehen auf die klassischen Untersuchungsmethoden fir Funktionen am Bei-
spiel einer Schar von Exponentialfunktionen ein.

Aufgabenteil ¢ beinhaltet ein komplexeres Flacheninhaltsproblem, was eine strukturierte Lésungsstra-
tegie erfordert. Neben den ublichen Integrationsmethoden werden vor allem Fertigkeiten im Umgang
mit Exponentialgleichungen benétigt.

Im Aufgabenteil d wird eine Modellierung eines Anwendungsbeispiels (Beschreibung eines Populati-
onswachstums) aufgegriffen. Dabei geht es im Wesentlichen um die Grundvorstellung der Ableitung
als momentane AnderungsgroRe und um die des Integrals als verallgemeinertes GréRenprodukt.

I11. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete L6sungen | I1 | 11l | Bemerkungen
a. | - Schnittpunkte mit der t-Achse: Klassische Me-
thoden der Funk-
(Bed.: f(t) = 0), Nullstellen bei t, = In(240) tionsunter- )
In(240 suchung
> N )
- Ableitungen:
fi(t) =80k -e*' —2k-e*" =k-e"'(80-2e"")
fr(t) =80k? - e —4k?.e*' =k? e (80 - 4e"")
fl:!r(t) — 80k3 'ek~t _%kS 'e2k<t
- Extrempunkte: o
Notwendige Bed. fur Extrempunkte: Wird dlg B_erech—
, In(120) nung mit einem
fi()=0=1t, = konkreten Wert
K [ fur k durchge-
Hinreichende Bed. fuhrt auf: urk-aurchge-
In(120) flhrt, sind Teil-
H( ” ,4800) punkte zu geben

- Wendepunkte:
Notwendige Bed. fur Wendepunkte:

£7()=0=>t, = (€0)

Hinreichende Bed. fihrt auf:
Wk(@,%OO)
- Asymptoten:

tIim f (t) = —o, tIim f . (t)=0

-> Die t-Achse ist Asymptote fiir t —» —o0.
Fur t — +oo besitzt f keine Asymptote.
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b. | Die wesentlichen Eigenschaften sollen hier fir k = 0,5 mit- Der Graph besté-
hilfe von Teil a fur die Begriindung des Graphen herange- tigt die in a ge-
zogen werden. wonnenen Er-
gebnisse und hilft
fur die Umset-
zung der L6-
sungsstrategie
bei Teil c.

. I _ Die Halfte der zu
= 3 vergebenden
Punktzahl sollte
bei diesem Auf-

4000 /?\\
\

/ | gabenteil auf die

: ; / Erlauterung der
:,/ Strategie und die
7 - Ansétze verteilt

werden.

1000 i &

-2 2 4 [] 8 {!

-1000

Strategie:
1. Bestimmung des Fl&cheninhalts der bis ,,ins Unend-
liche reichenden Flache* A
2. Bestimmung des Flacheninhalts der Flache A;
3. Bestimmung der Grenze t’

Inga0)
2u1: Ansatz: A, = lim  [f, (tdt 1152
a—>—0
a

In 240 In 240

k . akt 2k-t K
A, = lim jfk(t)dt=a|irgo[80ke _3?-2k

_ lim (9600 80kt e J 9600

+ =
a——o k k 6-k K

u2.: A :%'Ak :@

zu 3.: Ansatz:
In EAO " e

A= [ po=200_80e e 2400
) ‘ ‘ ok “ Losung durch
Z=¢

Da nur die erste Gerade die angegebene Fléche teilt, lautet
die Gleichung fur g:t= 'n(izo)

d. | Die Populationsgrofie ist zu Beginn sehr klein und nimmt
1. | bis zum Hochpunkt zu. Die Wachstumsgeschwindigkeit
steigt ebenfalls, jedoch nur bis zum Wendepunkt. Ab dem
Wendepunkt wird das Wachstum geringer, ehe es ab dem 2 | 3
Hochpunkt sogar negativ wird, d. h. die Populationsgrife
nimmt wieder ab. Nach ca. 11 Tagen ist sie auf Null zu-
rickgegangen, d. h. es sind keine Schéadlinge mehr vorhan-
den.
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o

18 Stunden entsprechen einem % Tag. Die Population
2. | wuchs am starksten beim Wendepunkt.

> f:@—%zmsg > fos (1) = 2732 o | 9
Das Pestizid wurde etwa nach 7 Tagen und 10,5 Stunden
verspruht. Die Anzahl der Schéadlinge betrug zu diesem

Zeitpunkt etwa 2,73 Millionen.

A=1000-3cm? - ijYS (t)dt = 57121000 cm”?
0

Die insgesamt gefressene Blattflache der Schédlinge betrug
etwa 5700 m°,

sa0| 12| 22| 6
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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis
Aufgaben
e X
C . . f(x) = ——
a. Gegeben ist die Funktion f mit (e* + 1 )2
o Lassen Sie den Graphen von f plotten und tibertragen Sie ihn in ein geeignetes Koor-
dinatensystem auf Papier.
o Beweisen Sie die vermutete Symmetrieeigenschaft von f.
o Zeigen Sie, dass F mit F(x) = — eine Stammfunktion von f ist und berechnen Sie

2(eX +1)
den Inhalt der Flache zwischen dem Graphen und der x-Achse im Intervall [-1,3
t
A = lim jf(x)dx =1

t—
-t

1,3].

o Begriinden Sie folgenden Grenzwert:

b. Skizzieren Sie in dasselbe Koordinatensystem den Graphen der GauB3schen phi-
0.5

Funktion ¢ mit P(x) = r

Vergleichen Sie die Graphen der beiden Funktionen f und ¢ miteinander, indem Sie
mindestens zwei wesentliche Ubereinstimmungen und zwei wichtige Unterschiede
auffinden und rechnerisch begriinden.

c. Beide Graphen sind Glockenkurven.

. Durch Streckung und Stauchung lisst sich der Graph von f dem von ¢ anpassen. Fiih-

ren Sie dies durch und geben Sie einen Term fiir die Ndaherungsfunktion f an.
k

. Als MaB fiir die Giite der Anpassung wird das Integral 3(k) = | (¢’(X) - f(x))dx

-k

vorgeschlagen. Mit einer geeigneten Néherung K 1 5 3
3

0,0187| 0,0328 | 0,0136

fir t erhilt man nebenstehende Werte:

Nehmen Sie Stellung zu diesem Giitemall und machen Sie Verbesserungsvorschlige
(die Sie mit Rechnungen begriinden sollen).
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In der Aufgabe geht es darum, zwei verschiedene Glockenkurven zu vergleichen und die eine an die andere

anzupassen.

In Teil a wird die erste Glockenkurve néher untersucht. In Teil b soll diese Funktion mit der Gauf3-
schen @-Funktion verglichen und in Teil ¢ an diese angepasst werden. AbschlieBend muss die Giite der

Anpassung diskutiert werden.

I11. Lésungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Ldsung

Bemerkungen

Zeichnung .

Achsensymmetrie zur y-Achse

e X e X . g2X eX

f(=x)= = =
0 € +)% X +1)%-e?X (1+e¥)?

=f(x)

Die Ableitung der Funktion F ergibt den Funktionsterm von f.

2e"(e" +1)—(e"-1)-2¢* €

F'(x)= =
*) 4e* +1)° (e +1)?
13 .
Flacheninhalt: j m— dx ~0,572
3 (e™ +1)

Uneigentliches Integral:

l A= lim
2 t—>00)
0

wei] lim e t=0
t—w

t
t —t
If(t)dt i | S| g 2L
too| 2(et +1) ) tonl 2(1+e7h) ) 2

Untersuchung einer
komplexeren Funktion
auf ausgewdhlte Ei-
genschaften hin

Stammfunktion

Flacheninhalt

Uneigentliches Integ-
ral
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Ubereinstimmungen:

e Graphen achsensymm. zur y-Achse

e Hochpunkt bei x=0,

* x-Achse Asymptote

o Fliche unter den Graphen betrégt 1 Fldcheneinheit

Unterschiede:

. phi-Funktion hat hdheren Hochpunkt
H;=(0]0,25), H,~(0/04)

. Wendepunkte von ¢ bei x =+£1,

von f bei xw;,=In(2+3) =~ £1,32
o Fliacheninhalt unter Graph stirker um Achse konzentriert,
1 1

4B I@(x)dx ~ 0,68 und If(x)dx ~ 0,46
-1 -1
e auch der Inhalt der Fliche unter den Graphen zwischen den

beiden Wendepunkten (bei der ¢-Funktion entspricht das der
lo-Umgebung) ist bei f kleiner:

1 In(2+/3)
J(p(x)dx =0,68 und

-1 In(2—/3)

V3

f(x)dx = 3 =0,577

hier muss auf Kennt-
nisse Uber die Gaul3-
sche @-Funktion zu-
riickgegriffen werden

bewusst offene For-
mulierung;

je zwei wesentliche
Ubereinstimmungen
bzw. Unterschiede
miissen selbststindig
ausgewahlt werden

andere Eigenschaften
sind entsprechend zu
werten

Graph von f muss in
Richtung der y-Achse gestreckt werden,

Streckfaktor ~ 0,4/0,25 = 1,6

dann Stauchung in Richtung der x-Achse notwendig,
damit Flacheninhalt 1 bleibt, muss — da x in f(x) linear - der
gleiche Faktor verwendet werden

Dieser Vorgang der
zweifachen Abbildung
mit Streckung und
Stauchung ist bei der
Herleitung der Nor-
malverteilung {iblich.
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Integralbegriff im
Anwendungszusam-
menhang
f =16 f(1,6-X)

nach Augenmal liegt gute Anpassung vor

Die berechneten Werte fiir k = 1, 2, 3 geben den orientierten
Flacheninhalt der von beiden Graphen eingeschlossenen Flache
an.

Da 3(1) < 3(2) und 3(2) > 3(3) ist, miissen sich beide Graphen
in [1, 3] mindestens einmal schneiden. Das wird durch Rech-
nung auch bestétigt (Schnittstelle bei x = 1,74)

Daher konnte bei diesem Mal} der Wert von 3(k) fiir k— oo sich
auch Null néhern, obwohl die Graphen gar nicht nahe beieinan-
der liegen.

Ein MaB, das dieses Nachteil vermeidet, ist das Integral des
Betrags der Differenz beider Funktionen

k
1= ] Jp00~Too o

-k
Hier erhélt man k 1 2 3
die Werte I(k) | 0.0190 ] 0.0366 | 0,0558

24019 |24 |7
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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis

Aufgaben

Nach der Fallung einer 200 Jahre alten Rotbuche wurde anhand der Jahresringe der Stamm-
durchmesser bestimmt. Die folgende Tabelle gibt einen Auszug aus den Messdaten:

Alter in Jahren 0 25 50 75 100 125 150 175 200
Durchmesser in Metern {0.05 |0.26 [0.40 |0.85 |[1.05 |1.20 |1.23 1.24 |1.26

a. Zeichnen Sie die Messpunkte in ein geeignetes Koordinatensystem ein. Skizzieren Sie
eine Kurve, die auch den weiteren Verlauf des Durchmessers prognostizieren konnte,
und beschreiben Sie den Wachstumsprozess in Worten.

Modellieren Sie die Entwicklung des Durchmessers wahrend der ersten 75 Jahre als
exponentielles Wachstum. In welcher Zeitspanne verdoppelt sich die Dicke des Bau-
mes nach Ihrem Modell? Beurteilen Sie dieses Modell.

b. Die Funktion d(x) = y fur x € [0;200]

ist ein weiteres Modell, um das Wachstum des Baumdurchmessers zu beschreiben.

Zu welchem Zeitpunkt hatte nach diesem Modell der Baum eine Dicke von 1 m?
Wann wéchst der Baum nach diesem Modell am schnellsten und wie schnell wéchst er
dann?

C. Max hat ein anderes Modell gewabhlt:
,.Eine kubische Regression fuhrt doch zu einem wesentlich einfacheren Funktionstyp:
n(x) = -2,08-107 x> + 2,48-10° x> + 9,34-10° x + 2,04-107,
Damit erhalte ich folgende Tabellenwerte - gerundet auf zwei Nachkommastellen —
und die sind doch nicht schlechter als die Werte von Funktion d.*

X 0 25 50 75 100 125 150 175 200
n(x) 1(0.02 0.26 [0.52 |0.77 099 |117 (128 |1.30 |1.22

d(x) 005 015 041 079 [1.07 119 [1.23 125 |1.25

Vergleichen Sie die beiden Anpassungen. Welche ist besser? Geben Sie eine quantita-
tive und qualitative Begriindung.
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d. Durch Untersuchungsergebnisse an weiteren Buchen hat man festgestellt, dass sich
allgemein das Wachstum der Durchmesser durch die folgende Funktion beschreiben
l&sst:
5
d.)=——_
p( ) p‘e-o.os-x +4

Betrachten Sie fur verschiedene Werte fir p den jeweiligen Graphen. Welchen Ein-
fluss ubt der Faktor p auf den Verlauf des Graphen aus? Wie verandert sich demnach
das Wachstum des Baumdurchmessers in Abhangigkeit von p?
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung

Schwerpunkt ist die mathematische Modellierung eines Wachstumsprozesses. Zunachst soll das Mo-
dell eines exponentiellen Wachstums erstellt und kritisch bewertet werden. Ein zweites, verbessertes
Modell erlaubt die Bearbeitung spezieller Fragestellungen. Eine qualitative und quantitative Beurtei-
lung der Passungsgiite sowie eine Parametervariation schlieRen die Aufgabe ab.

I11. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Ldsungen IR Bezug zum Lehrplan/
Bemerkungen
a | Der Durchmesser wéchst zundchst langsam, dann |7 |5 Neben dem Modellbildungs-
zwischen dem 50. und 100.Jahr schneller. Danach prozess und dessen Beurteilung
je alter der Baum wird, desto langsamer. Die ma- werden Methoden der Differen-
ximale Dicke liegt laut den Messdaten wohl knapp zialrechnung eingesetzt.
uber 1,26 m. Hier: Grafische Darstellung und

o [zam Tr sce [Rearaph|Math|Draul = ¢ [ Interpretation von Daten.

Die Rechnungen konnen mit
oder ohne Rechner ausgefiihrt
werden.

_ =

HMAlN FAD RUTO FUNC

Es sind verschiedene Ausgangswerte denkbar,
z.B.:

f1(x)=0.05-(1,0425)* (1. und 3. Punkt) oder
Verwenden der Regressionsmoduls fiir Exponenti-
alfunktionen. Man erhélt bei 4 Punkten:

fo(x) = 0,068-1,036"

T Fev T~

T & F Faw |F7 T
+ f—|Zoon|Trace |[Regraph|Math|Draw| - f

a o a =}

AN DEG AUTD FUMC

Verdopplung des Durchmessers:

Bei f1: nach 16.6 Jahren

Bei f,: nach 11 Jahren

Das Modell kann lediglich fur die ersten Jahre
herangezogen werden, ansonsten ist die Modellie-
rung unrealistisch.
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b | |F [t ice Redrapnlitoinlorm = & 5 3 |4 |1 |Einevorangegangene Behand-
g lung von logistischem Wachs-
tum im Unterricht ist nicht not-
wendig.
o
g 4
MAIN FAD RUTO FUHC

Dies ist ein deutlich besseres Modell, was flir den
gesamten Zeitraum brauchbar ist.

Anwendung von Methoden der
Differenzialrechnung, Berech-
nung des Wendepunktes und
von Anderungsraten.

Aus der Gleichung d(t) = 1 ergibt sich

t =~ 92,103; d. h., nach ca. 92 Jahren hat der Baum
einen Durchmesser von 1 m.

Der Graph hat einen Wendepunkt bei (40-In(5)
|0.625), demnach wéchst der Baum nach ca. 64.4
Jahren am schnellsten. Die Wachstumsrate im 65.
Jahr ergibt sich aus d"(64) = 0,0156, also

ca.1,6 cm in diesem Jahr.

¢ | Ein optischer Vergleich der beiden Funktionen: 3 |8 |3 | Beurteilung der Passungsglite

17 _Fer FE* Far TFF
-

FE Fiy T
f— |Zoam|Trace |Regraph|Math|Dr zw |- f

b3

HMAIN RAD AUTO FLUHC
Um einen quantitativen Vergleich durchfiihren zu
kénnen, muss ein ,,Gltemal* eingefiihrt werden,
z. B. die Summe der Abweichungen der beiden
Funktionen von den Messwerten. Dabei sind die
Betrdge zu wéhlen.
Hier wurden Abweichungsquadrate gebildet:

17 FZ, F3 F4 FE [ F7

» f P10t Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat
DaTh | CRb—d 2 CAb-R 2 ™2 Summe Sunre
o3 cd [t =)
COE394E [JE05921 | 015461 | @F5402
EEEESZ (@309 52393 | 054255

[£]
CREESE | BEE9T 01591  [LGOFOLES
LODEEET | A02252 | 015318 |, 026027
[£]
2]

LOREEZE | BEISY 2944 |, 102027
LO0E1F  J.e0isev |Ledenyd [.1i210]

R e )

1@
gridch=
[ELIL] FAD ALTO FUNC

Die Aufsummierung ergibt mit 0.0161fur d(x)
einen kleineren Wert als 0.1181 fiir n(x).

d(x) ,,passt* demnach besser. Zudem fallt der
Graph von n(x) nach 200 Jahren wieder ab.

Dieses Modell passt demnach nicht fur langfristige
Prognosen.




Landesabitur 2007
Beispielaufgaben

2005_M-LK_A 4

d | Durch p wird der Wendepunkt horizontal verscho-

ben, Anfangswert und ,,Sattigungswert“ bleiben 2 |3 Betrachtung einer Kurvenschar,
gleich. Der Faktor p beeinflusst also lediglich den Variation des Parameters und
Zeitpunkt, wann der Durchmesser den ,,Wachs- Interpretation im Aufgabenkon-
tumsschub® macht. text.
Hier z. B.: die Graphen fir p=50 und p=180.

| zham|Trace [RearaphMath|ora|= & |5

4

p=50

%:189

Der Parameter p konnte als ,,biologischer* Faktor
gedeutet werden.

> 40|15 |20
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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis

Aufgaben

eX

(eX + 1)?

e Lassen Sie den Graphen von f plotten und iibertragen Sie ihn in ein geeignetes Koor-
dinatensystem auf Papier.

e Beweisen Sie die vermutete Symmetrieeigenschaft von f.

e Berechnen Sie die Wendepunkte und bestimmen Sie den Flidcheninhalt zwischen dem
Graphen und der x-Achse im Intervall zwischen den Wendestellen.

t
A = lim jf(x)dx =1

t— o
—t

a. Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =

e Begriinden Sie folgenden Grenzwert:

b. Skizzieren Sie in dasselbe Koordinatensystem den Graphen der GauBBschen phi-

2
e 0:5x

Funktion ¢ mit p(x) = o

Vergleichen Sie die Graphen der beiden Funktionen f und ¢ miteinander, indem Sie
mindestens zwei wesentliche Ubereinstimmungen und zwei wichtige Unterschiede
auffinden und rechnerisch begriinden.

c. Beide Graphen sind Glockenkurven.

e Durch Streckung und Stauchung lésst sich der Graph von f dem von ¢ anpassen. Fiih-

ren Sie dies durch und geben Sie einen Term fiir die Ndherungsfunktion f an.

k
e Als MaB fiir die Giite der Anpassung wird das Integral 3(k) = J. ( AX) _?(X))dx

vorgeschlagen. Mit einer geeigneten Néherung. —k

- k 1 2 3
fir f erhdlt man nebenstehende Werte: [~ 0,0187] 0,0328 | 0,0136

Nehmen Sie Stellung zu diesem Giitemall und machen Sie Verbesserungsvorschlige
(die Sie mit Rechnungen begriinden sollen).
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung

In der Aufgabe geht es darum, zwei verschiedene Glockenkurven zu vergleichen und die eine an die andere
anzupassen.

In Teil a wird die erste Glockenkurve niher untersucht. In Teil b soll diese Funktion mit der Gau3-
schen @-Funktion verglichen und in Teil ¢ an diese angepasst werden. AbschlieBend muss die Giite

der Anpassung diskutiert werden.

I11. Lésungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Lsung I [ 11 |11l |Bemerkungen

Zeichnung .

- 3 ! 3 Untersuchung einer
. komplexeren Funktion
Achsensymmetrie zur y-Achse £ . .
i Y . auf ausgewaihlte Ei-
* e ™ e e genschaften hin

€
s dicehe: F(=X)= = = =f(x)
,handisch®: @ X412 (e X +12-e2X (1+e¥)?

: roaie|ndabe ol Cate|indar | PraEa|Losch
Oder mlt CAS iy b alCalc|anderc|Fr o5C

g9 =

wahe
(ex+ 1)

-
== ST wahr

Wendepunkte
X (e2X —4e* +1)
e +1)*

Wendestellen xw; 2= In(2+43); f(xwi2) =

£°(x)=0 und £’ (x)#0, f"(x)=

1
6

also Wy~ (-1,32 0,17), W, ~ (1,32 ]0,17)
Flacheninhalt:
In(2++/3)
° dX:£z0,578 Stammfunktion
e* +1)? 3
In(2—/3)

Uneigentliches Integ-

Uneigentliches Integral: ral
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t
t ot
L A= lim Jf(t)dt = fim |1 | gim | =L
2 t—>00 tool 2(et +1) ) tow 2(14+e7t) ) 2
0

weil lim e t=0
t—o0

Grenzwertberechnung
mit CAS wird nicht
bepunktet,

1 BE, wenn nur mit
speziellen groflen
Werten t gerechnet

4 i
Toals|2aom|TFace|Redrarh|Makh|Draw|Fen)-

L_AEITUR EAD AUTO FUMC

Ubereinstimmungen:
e Graphen achsensymm. zur y-Achse

e Hochpunkt bei x=0,
e x-Achse Asymptote
e Flache unter den Graphen betrégt 1 Flacheneinheit

Unterschiede:

o phi-Funktion hat hoheren Hochpunkt
H;=(0]0,25), H,~(0/04)

. Wendepunkte von ¢ bei x = +1,

von f bei Xwi2 = ln(Ziﬁ) = :|:1,32
o Flacheninhalt unter Graph stiarker um Achse konzentriert,
1 1

/B J(p(x)dx ~ 0,68 und J-f(x)dx ~ 0,46
-1 -1
e auch der Inhalt der Fliche unter den Graphen zwischen den

beiden Wendepunkten (bei der ¢-Funktion entspricht das der
1o-Umgebung) ist bei f kleiner:

1 In(2+/3)
J.(p(x)dx =0,68 und

-1 In(2—3)

3

f (X)dX = T =0,577

hier muss auf Kennt-
nisse iiber die Gausss-
che @-Funktion zu-
riickgegriffen werden

bewusst offene For-
mulierung;

je zwei wesentliche
Ubereinstimmungen
bzw. Unterschiede
miissen selbststindig
ausgewahlt werden

andere Eigenschaften
sind entsprechend zu
werten
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Graph von f muss in
Richtung der y-Achse
gestreckt werden,
Streckfaktor ~ 0,4/0,25 =
1,6

dann Stauchung in L_REITUR RAD AUTO FLUHLC
Richtung der x-Achse notwendig,

damit Flacheninhalt 1 bleibt, muss — da x in f(x) linear - der
gleiche Faktor verwendet
werden

f =16-f(1,6-%)
nach AugenmaB liegt
gute Anpassung vor

Die berechneten Werte L-AEITUR __RADAUTD _ FUNC
fiir k =1, 2, 3 geben den orientierten Flacheninhalt der von bei-
den Graphen eingeschlossenen Fliache an.

Da 3(1) < 3(2) und 3(2) > 3(3) ist, miissen sich beide Graphen
in [1, 3] mindestens einmal schneiden. Das wird durch Rech-
nung auch bestitigt (Schnittstelle bei x = 1,74)

Daher konnte bei diesem MaB3 der Wert von 3(k) fiir k— oo sich
auch Null nédhern, obwohl die Graphen gar nicht nahe beieinan-
der liegen.

Ein MaB, das dieses Nachteil vermeidet, ist das Integral des
Betrags der Differenz beider Funktionen

Dieser Vorgang der
zweifachen Abbildung
mit Streckung und
Stauchung ist bei der
Herleitung der Nor-
malverteilung iiblich.

Integralbegriff im
Anwendungszusam-
menhang

TI erlaubt keine Be-
rechnung des Grenz-
werts k— oo bei der ¢-

c .
_ Funktion,
I(k) = H(D(X) - f (X)‘ dx (Derive sehr wohl),
—k
Hier erhilt man k 1 2 3 6
die Werte I(k) | 0.0190 | 0.0366 | 0,0558
40 24
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I. Thema und Aufgabenstellung

Lineare Algebra / Analytische

Aufgaben

a. Die Eckpunkte A(1]1]0), B(1]-1|2), C(-1]-1|0) und D(-1|1|2) bilden einen rdumlichen
Korper. Zeichnen Sie diese Punkte in ein der Vorgabe entsprechendes Koordinatensys-
tem ein.

b. Zeigen Sie, dass dieser Kdrper ein

| %
o . . .- [ T 1 Xk
regelmaBiges Tetraeder ist. Erlautern = T =
Sie lhre Uberlegungen bei der '

Lésung. | ||

D in der Ebene E mit der Gleichung ~ —
E X, — X, +X; =0 liegen. ]

|
| N EENEEF™
c.  Zeigen Sie, dass die Punkte A, Cund || : ] | HEakE
1] |
|

Berechnen Sie den Schnittpunkt . - . |
dieser Ebene mit derjenigen Geraden, | | | LA | . | | |
die durch den Punkt B geht und die L I/‘/' A S O O O O i
senkrecht auf der Ebene E steht. ] T AN EEE
Welchen Abstand hat der Punkt B Er T T i

von der gegenlberliegenden ; ] P [ ] i
Tetraederflache? | il - ’ | |

B

d. (Diese Teilaufgabe ist nur dann zu bearbeiten, falls in 12 1l die Lehrplanvariante
»~Fortfuhrung der Analytischen Geometrie* im Unterricht behandelt wurde.)

Auf der 1-2-Ebene liegt auf dem Punkt P(10]-10|0) eine Kugel mit dem Radius r=1.
Diese rollt nun geradlinig auf dieser Ebene auf den Ursprung des Koordinatensystems
zu, bis sie die von den Eckpunkten A, B und C gebildete Seitenflache F des Tetraeders
beriihrt. Bestimmen Sie fur diese Endlage der Kugel die Koordinaten des Kugelmittel-
punktes M und des Berlhrpunktes G der Kugel mit der Seitenflache F des Tetraeders.
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(Diese Teilaufgabe ist nur dann zu bearbeiten, falls in 12 Il die Lehrplanvariante
»Matrizen und lineare Abbildungen* im Unterricht behandelt wurde.)

Eine Abbildung « : R® — R® heift lineare Abbildung, wenn o die Linearitatseigen-
schaften (L1) a(X+y)=a(X)+a(y) und (L2) a(r -X) =r -a(X) erfullt.

Begriinden Sie mit einer kurzen Rechnung, dass bei einer solchen Abbildung der Null-
punkt fest bleibt, d. h. «(0) =0 ist.

Symmetrieabbildungen des Tetraeders sind Abbildungen, bei denen die Bilder der vier
Eckpunkte wieder vier Eckpunkte des Tetraeders sind, z. B. eine Abbildung, bei der
die Punkte A und C fest bleiben und die Punkte B und D vertauscht werden. Geben
Sie alle Symmetrieabbildungen des Tetraeders an, die gleichzeitig lineare Abbildun-
gen sind. Beschreiben Sie die Abbildungen anschaulich und geben Sie die zugehdri-
gen Matrizen an.
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung:

Die Aufgabe erfordert neben einer gut ausgebildeten Raumanschauung und der Féhigkeit, Korper ge-
eignet in einem raumlichen Koordinatensystem darzustellen, eine sichere Anwendung der analytischen
Methoden der VVektorgeometrie auf konkrete Korper. Bei der Losung des Problems ist ein standiger
Wechsel zwischen den Darstellungsebenen (grafisch und symbolisch) erforderlich, was ein gutes
raumliches Vorstellungsvermégen voraussetzt.

Im Teil d bzw. Teil e der Aufgabe wird alternativ (je nach Lehrplanvariante) der Einbezug eines Pa-
rameters (rollende Kugel) unumgénglich und es soll die Beherrschung von Verfahren zur Beschrei-
bung von Kugeln und Ebenen nachgewiesen werden oder es missen Matrizen im Zusammenhang mit
geometrischen Abbildungen betrachtet werden, wobei die angegebene Definition von Symmetrieab-
bildungen aufgegriffen und verarbeitet werden muss.

I11. Lésungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Ldsungen Anf.- Bezug zum Lehrplan/
Bereich Bemerkungen
Rimnl
a. A Zeichnerische Darstel-
D B lung von raumlichen
: Gebilden.

Lagebeziehung von
Punkten und Geraden
c ’ im Raum.

Die Entscheidung, wel-
che der Linien vorne
und hinten sind, erfor-
dert eigenstandige U-

Die rdumliche Lage muss eindeutig zu erkennen

Sein. 3|2 berlegungen
b. [Nachweis, dass
0 2 -2
‘b—a =||-2|=|b-c|=||0|=lc-a=||-2|= Abstandsbestimmungen
2 2 0 zwischen Punkten kon-
P 9 > nen zur Beantwortung
I I I der Frage herangezogen
=‘d —a‘ =0 =‘d ‘C‘ =2 =‘d ‘b‘ =l 2= werden, mussen aber
selbststandig erschlos-
_Ja1d-2{2 sen werden.
und die entsprechenden Erlduterungen 2121
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c. |Punkte A, C und D in gegebene Ebenengleichung einset-
zen und verifizieren oder Gleichung der Ebene E in Pa-
rameterform aufstellen:

1 -2 -2
E:X=|1|+r-|-2|+s-| O | mitder Koordinaten-

0 0 2 Umgang mit Koor-
gleichung E : X, — X, + X; =0. dinaten- und Para-
Schnittpunkte der meterform von Ebe-

1 1 nen und Geraden,
. Orthogonalitét und
Geraden g: X=|-1|+s-| -1/, diedurch B geht Abstandsbe-
2 1 stimmung.
und deren Richtungsvektor senkrecht ist zur Ebene E mit
1,12
der Ebene E S(——| = | =) . Fir den Abstand der Punkte
3 33
4
S und B erhélt man d(S, B)=§\/§.
d. |Gleichung der von Punkt P(10|-10|0) auf den Ursprung zu
S 2
3 rollenden Kugel ist k : | x —| —s || = 1. Sie rollt auf die
e 1
' 1 0 -2
a |EbeneFmitF:x=|1|+r.-|-2|+s-|-2
I 0 2 0
t . . .
o | (in Koordinatenform F : X, — X, — X; =0) zu. Lagebeziehungen
r | Wenn die Kugel k die Ebene F beriihrt, gilt fir diesen zwischen Kugel und
n |besonderen Mittelpunkt M, dass d(M,F)=1. Ebene s}:ndg;lt_tels
geeigneter Glei-
Ji[ Aus der Rechnung folgt M(\/§+1| - V3+1 | 1) und far chungen fiir Kugel
v 2 2 (mit Mittelpunktspa-
den Beriihrpunkt G(‘/§ 3 V3+3 | V3 + 3 rameter) und Be-
T 6 6 3 rihrebene F zu er-
e mitteln und die
: Punkte M und G zu
I bestimmen
e.
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f)- a(0) = (0-0)
d =0-2(0)
e —
r =0
a | Anschauliche Beschreibung der Abbildungen und Angabe
| |der4 Matrizen . .
¢ Matrizen als lineare
e 10 0 1.0 0 Abbildungen
rr] E={0 1 0] D=0 -1 0 Anwendungen von
¢ 00 1 0 0 1 Matrizen in der Ge-
i ometrie
v

010 0O -1 0
Tls=[100| S,=[-1 0 0
e
i 0 01 0O 0 1
I
d. 3| 4

>30|10| 15
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I. Thema und Aufgabenstellung

Lineare Algebra / Analytische Geometrie

Aufgaben
Eine quadratische Pyramide (Grundkante 4 und Hohe 6) steht neben einer Stufe.
3. Achse S =2.2.6)
Die Richtung der Sonnenstrahlen ist I
v=([0.75,-2.5,-1) i
St3 SH i !
| 2 K
St4 | 7 Y A P4
' .-~ B5 B3 Lot ikl
T 8 = 2. Achse
P2 a P3
H// : : /
B6 =(8.-10,0) B4 B2
1. Achse
Die Sonne scheint und wirft einen Schatten der Pyramide auf der Stufe. Die Richtung der

0.75
-25].

Sonnenstrahlen ist V =
-1

a.

P=|-8
0

Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch die Spitze, die den Richtungsvektor
V hat (Sonnenstrahl durch die Spitze der Pyramide). Zeigen Sie, dass die Punkte

5 6.5
und Q =| —13 | auf dieser Geraden liegen, und erklaren Sie, wie man mit

2
Hilfe des Punktes Q entscheiden kann, welche Pyramidenflachen in der Sonne liegen
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5.2 4.4
b. Die Punkte | —4 | und | — 4 | liegen auf dem Schattenrand. Zeichnen Sie den Schatten
0 2

der Pyramide, nachdem Sie die noch fehlenden Punkte berechnet haben. Erldautern Sie
Ihren Losungsweg.

Beschreiben Sie, wie man den Winkel berechnen kann, unter dem die Sonnenstrahlen
auf eine Pyramidenflache auftreffen. Bestimmen Sie diesen Winkel fir eine der beiden
Pyramidenflachen, die in der Sonne liegen.

d. Die Darstellung eines raumlichen Objekts auf dem Bildschirm ist eine lineare Abbil-
dung des 3D-Raums in den 2D-Raum.

Im Bild unten ist eine lineare Abbildung des zweidimensionalen Raums dargestellt.
Bestimmen Sie die zugehorige Matrix und erlautern Sie lhre Uberlegungen.

5

5

O MM W WA AW
[¥5]

4.3 2. 4. lgd . 2 . 3 . 4.5 6
- Bild des Hauses {-1 -
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Material
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fiir den Priifungsteilnehmer bestimmt -

I1. Erlauterungen

Zielsetzung

Die Aufgabe orientiert sich an den Leitideen Raumliches Strukturieren/Koordinatisieren und Model-
lieren. Die Aufgabe Uberprift die Fahigkeit, sich in ein rdumliches Problem hinein zu denken und
dieses zu strukturieren. Bei der Losung des Problems ist ein standiger Wechsel zwischen den Darstel-
lungsebenen (grafisch und symbolisch) erforderlich, was ein gutes rdumliches Vorstellungsvermdgen
voraussetzt. Es wird die Darstellung der Situation auf einem Blatt eingefordert. Diese verlangt kon-
zentriertes Arbeiten und prézise Zeichnungen.

Bezug zum Lehrplan

Die Ublichen Verfahren zur Untersuchung von Geraden und Ebenen (Punkt-Richtungsform und Koor-
dinatengleichung), der Normalenvektor, das Skalarprodukt und die Berechnung von Langen und Win-
keln (12 11) werden benétigt. Die offene Aufgabenstellung an einem realen Objekt ermdglicht unter-
schiedliche Ldsungswege, die aber zum gleichen Ergebnis fiihren. Im letzten Teil wird die Matrix der
zugrunde liegenden linearen Abbildung ermittelt (12 11 *).

II1. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Losungen I | IT | IIT | Bezug zum Lehrplan
a. | Zundchst miissen die Daten (Koordinaten der Pyrami-

denpunkte und Abmessungen der Stufe) der Zeichnung Vektoren

entnommen und die entsprechenden Punkte definiert

werden.

Die Gleichung der Gerade durch die Spitze wird ermit- Parameterdarstellung

telt und nachgeprift, dass die Punkte P und Q auf der einer Geraden

Geraden liegen.
Lagebeziehung von
Punkt und Gerade

\
iy Il \
B |
A == A |
_.z”? ,..»""’ St / | \
o -7 - | 1
J/- - a ./'- .". 1 \
=13 = - L2 A 5 B L 7SR SR (- =]
= =& T =k Ay i P iy
b i ol
~

Mit dem Lineal lasst sich b?egr[]nden, dass die Dreiecke
P3P4S und P1P4S in der Sonne liegen.

b. | Um den Schatten zeichnen zu kdnnen, mussen die
Schnittpunkte mit den Kanten berechnet werden.
Dazu wird die Ebene, die durch den Sonnenstrahl SP
und die Pyramidenkante SP3 gebildet wird betrachtet Parameterdarstellung
und ihre Gleichung in Punkt-Richtungsform bestimmt. einer Ebene

Die Stufenkanten werden durch einfache Gleichungen
(z.B.x2 = -4 und x3=2) beschrieben.
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Die Schnittpunkte der Stufenkanten mit der Ebene wer-
den berechnet und gezeichnet.

2 3
Die Ubrigen Punkte | —4 | und | —4 | werden als
0 2

Schnittpunkte der Stufenkanten mit der durch SP und
der Pyramidenkante SP1 aufgespannten Ebene berech-
net und eingezeichnet.

Lagebeziehung von
Geraden und einer Ebe-
ne

Parameterdarstellung
einer Ebene

Lagebeziehung von
Geraden und einer Ebe-

6 ne
Die Schiler missen erkennen, dass z. B. die Flache
P3P4S ,,in der Sonne liegt®. Sie beschreiben das Ver- Skalarprodukt
fahren der Winkelberechnung. Um den Winkel zu be-
rechnen, wird zunéchst ein Normalenvektor der Ebene Orthogonalitét von
bestimmt, der ,,nach innen* gerichtet ist. Vektoren
Mit diesem Vektor und dem Richtungsvektor v der
Sonnenstrahlen wird der eingeschlossene Winkel be-
rechnet (15.9°). Der gesuchte Winkel ist dann 74.1° Winkel zwischen zwei
n = [0, -3, -1] Vektoren
nev 17,2
Inl-Iv1 2 Interpretation der L&-
17.,2 sung
o = ACOS[ ]
25 4
Die Sch. entnehmen zu zwei beliebigen Punkten die
zugehdrigen Bildpunkte aus der Zeichnung (z.B. zu
(1,0) gehort der Bildpunkt (-1,0.5) und zu (3,5) der Matrix und Matrizen-
Punkt (-3,-3.5) und berechnen durch Matrizenmultipli- produkt
kation oder durch Ldsen eines LGS die Werte der zuge-
hdrigen Abbildungsmatrix
al a2 .
Anwendung in der Ge-
-3 -3.5 ometrie
= A AR =S A AT = A Al =8 4
> 30 18
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Auswahlverfahren: siche Hinweise

Einlese- und Auswahlzeit: 30 Minuten

Bearbeitungszeit: 240 Minuten (fiir die Gesamtpriifung)

Erlaubte Hilfsmittel: Ubliche Formelsammlung
Taschenrechner oder CAS

Sonstige Hinweise: keine
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I. Thema und Aufgabenstellung

Lineare Algebra / Analytische Geometrie

Aufgaben

Eine quadratische Pyramide (Grundkante 4 und Hohe 6) steht neben einer Stufe.

|
3. Achse

5 =(2.2,6)

Die Richtung der Sonnenstrahlen ist
v=[0.75,-2.5,-1]

o3

5t4

2. Achse

P P2 1 P3
- 6 4

B6 =([8,-10,0] B4 B2
1. Achse

Die Sonne scheint und wirft einen Schatten der Pyramide auf der Stufe. Die Richtung der

0.75
Sonnenstrahlenist v =| —2.5|.
-1
a. Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch die Spitze, die den Richtungsvektor
Vv hat (Sonnenstrahl durch die Spitze der Pyramide). Zeigen Sie, dass die Punkte
5 6.5
P=|-8| und Q =| —13 | auf dieser Geraden liegen, und erklaren Sie, wie man mit
2 0

Hilfe des Punktes Q entscheiden kann, welche Pyramidenflédchen in der Sonne liegen.
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5.2 4.4
b. Die Punkte | —4 | und | — 4 | liegen auf dem Schattenrand. Zeichnen Sie den Schatten
0 2

der Pyramide, nachdem Sie die noch fehlenden Punkte berechnet haben. Erldautern Sie
Ihren Lésungsweg.

C. Beschreiben Sie, wie man den Winkel berechnen kann, unter dem die Sonnenstrahlen
auf eine Pyramidenflache auftreffen. Bestimmen Sie diesen Winkel fur eine der beiden
Pyramidenflachen, die in der Sonne liegen.

d. In die Pyramide wird eine moglichst grofie Halbkugel einbeschrieben. Deren flache
Seite liegt in der x;1-Xo-Ebene. Berechnen Sie den Radius der Kugel, geben Sie die Ko-
ordinaten eines Beriihrpunktes an und erldutern Sie Ihren Losungsweg.
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Material
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fiir den Priifungsteilnehmer bestimmt -

I1. Erlauterungen

Zielsetzung

Die Aufgabe orientiert sich an den Leitideen Raumliches Strukturieren/Koordinatisieren und Model-
lieren. Die Aufgabe Uberprift die Fahigkeit, sich in ein rdumliches Problem hinein zu denken und
dieses zu strukturieren. Bei der Losung des Problems ist ein standiger Wechsel zwischen den Darstel-
lungsebenen (grafisch und symbolisch) erforderlich, was ein gutes rdumliches Vorstellungsvermdgen
voraussetzt. Es wird die Darstellung der Situation auf einem Blatt eingefordert. Diese verlangt kon-
zentriertes Arbeiten und prézise Zeichnungen.

Bezug zum Lehrplan

Die Ublichen Verfahren zur Untersuchung von Geraden und Ebenen (Punkt-Richtungsform und Koor-
dinatengleichung), der Normalenvektor, das Skalarprodukt und die Berechnung von Langen und Win-
keln (12 11) werden benétigt. Die offene Aufgabenstellung an einem realen Objekt ermdglicht unter-
schiedliche Lésungswege, die aber zum gleichen Ergebnis fihren. Im letzten Teil wird die Lagebezie-
hung zwischen Kugel und Ebene untersucht (1211**).

II1. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Losungen I | IT | IIT | Bezug zum Lehrplan
a. | Zundchst miissen die Daten (Koordinaten der Pyrami-

denpunkte und Abmessungen der Stufe) der Zeichnung Vektoren

entnommen und die entsprechenden Punkte definiert

werden.

Die Gleichung der Gerade durch die Spitze wird ermit- Parameterdarstellung

telt und nachgeprift, dass die Punkte P und Q auf der einer Geraden

Geraden liegen.
Lagebeziehung von
Punkt und Gerade

i P il \
—-r_f’,.——%é T e
Mit dem Lineal 1&sst sich begriinden, dass die Dreiecke 2| a 0
P3P4S und P1P4S in der Sonne liegen.
b. | Um den Schatten zeichnen zu kdnnen, mussen die
Schnittpunkte mit den Kanten berechnet werden. Parameterdarstellung
Dazu wird die Ebene, die durch den Sonnenstrahl SP einer Ebene
und die Pyramidenkante SP3 gebildet wird betrachtet
und ihre Gleichung in Punkt-Richtungsform bestimmt. Lagebeziehung von
Die Stufenkanten werden durch einfache Gleichungen Geraden und einer Ebe-
(z. B.x, = -4 und x3=2) beschrieben. ne
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Die Schnittpunkte der Stufenkanten mit der Ebene wer-
den berechnet und gezeichnet.

2 3
Die Ubrigen Punkte | —4 | und | —4 | werden als
0 2

Schnittpunkte der Stufenkanten mit der durch SP und
der Pyramidenkante SP1 aufgespannten Ebene berech-
net und eingezeichnet.

& , [ i

Parameterdarstellung
einer Ebene

Lagebeziehung von
Geraden und einer Ebe-
ne

Die Schiiler missen erkennen, dass z. B. die Flache
P3P4S ,,in der Sonne liegt”. Sie beschreiben das Ver-
fahren der Winkelberechnung. Um den Winkel zu be-
rechnen, wird zunéchst ein Normalenvektor der Ebene
bestimmt, der ,,nach innen* gerichtet ist.

Mit diesem Vektor und dem Richtungsvektor v der
Sonnenstrahlen wird der eingeschlossene Winkel be-
rechnet (15.9°). Der gesuchte Winkel ist dann 74.1°

n:= [0, -3, -1]

nev 1742

Inl«]v] 25

1742
o = ACDS
25

Skalarprodukt
Orthogonalitét von

Vektoren

Winkel zwischen zwei
Vektoren

Interpretation der L§-
sung

Die Sch. erkennen, dass der Mittelpunkt der Kugel im
2

Punkt M = | 2 | liegt und dass die Gerade durch diesen
0

Punkt und den Berihrpunkt senkrecht auf der Flache
steht. Mit der Geraden durch M und Richtungsvektor n
wird der Schnittpunkt T1 mit der Pyramidenfléache be-

rechnet.
19 3
L2, —, —
5 5

Der Abstand von T1 und M liefert den gesuchten Radi-
us.

Lagebeziehung zwi-
schen Kugel und Ebene

Abstandsberechnung
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Auswahlverfahren: siche Hinweise

Einlese- und Auswahlzeit: 30 Minuten

Bearbeitungszeit: 240 Minuten (fiir die Gesamtpriifung)
Erlaubte Hilfsmittel: Ubliche Formelsammlung
CAS

Sonstige Hinweise: keine
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I. Thema und Aufgabenstellung

Lineare Algebra / Analytische Geometrie

Aufgaben

Eine quadratische Pyramide (Grundkante 4 und Héhe 6) steht neben einer Treppe.
(Siehe Anlage 1)
Die Sonne scheint und wirft einen Schatten der Pyramide auf der Treppe. Die Richtung der

0.75
Sonnenstrahlenist v =| —2.5 |.
-1
a. Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch die Spitze, die den Richtungsvektor
Vv hat (Sonnenstrahl durch die Spitze der Pyramide). Zeigen Sie, dass die Punkte
5 6.5
P=|-8| und Q =| —13 | auf dieser Geraden liegen und erklaren Sie, wie man mit
2 0

Hilfe des Punktes Q entscheiden kann, welche Pyramidenflédchen in der Sonne liegen.

b. Zeichnen Sie den Schatten der Pyramide und berechnen Sie dazu notwendige Punkte.
Erlautern Sie Ihren Losungsweg.

C. Beschreiben Sie, wie man den Winkel, unter dem die Sonnenstrahlen auf eine Pyrami-
denflache auftreffen, berechnen kann. Bestimmen Sie diesen Winkel fur eine der bei-
den Pyramidenflachen, die in der Sonne liegen.

d. Die Darstellung eines raumlichen Objekts auf dem Bildschirm ist eine lineare Abbil-
dung des 3D-Raums in den 2D-Raum.
Im Bild unten ist eine lineare Abbildung des zweidimensionalen Raums dargestellt.
Bestimmen Sie die zugehdrige Matrix und erlautern Sie Ihre Uberlegungen.
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Material 2
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fiir den Priifungsteilnehmer bestimmt -

I1. Erlauterungen

Zielsetzung

Die Aufgabe orientiert sich an den Leitideen Raumliches Strukturieren/Koordinatisieren und Model-
lieren. Die Aufgabe Uberprift die Fahigkeit, sich in ein rdumliches Problem hinein zu denken und
dieses zu strukturieren. Bei der Losung des Problems ist ein standiger Wechsel zwischen den Darstel-
lungsebenen (grafisch und symbolisch) erforderlich, was ein gutes rdumliches Vorstellungsvermdgen
voraussetzt. Es wird die Darstellung der Situation auf einem Blatt eingefordert. Diese verlangt kon-
zentriertes Arbeiten und prézise Zeichnungen. Die Darstellung der Situation mit dem CAS als Projek-
tion des dreidimensionalen Raums in den zweidimensionalen Raum sollten die Schiiler kennen und sie
sollten mit Matrizen zur Beschreibung linearer Abbildungen vertraut sein.

Bezug zum Lehrplan

Die Ublichen Verfahren zur Untersuchung von Geraden und Ebenen (Punkt-Richtungsform und Koor-
dinatengleichung), der Normalenvektor, das Skalarprodukt und die Berechnung von Langen und Win-
keln (12 I1) werden benétigt. Die offene Aufgabenstellung an einem realen Objekt ermdglicht unter-
schiedliche Losungswege, die aber zum gleichen Ergebnis fihren. Die Darstellung der Korper im 2-
dimensionalen Raum wird als lineare Abbildung gedeutet, und es werden Matrizen (12 Il *) genutzt.
Fur die umfangreichen Berechnungen ist die Nutzung eines CAS sinnvoll.

I11. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Losungen I | IT | IIT | Bezug zum Lehrplan

a. | Zundchst missen die Daten (Koordinaten der Pyrami-
denpunkte und Abmessungen der Treppe) der Zeich-
nung entnommen und die entsprechenden Punkte defi-

niert werden. Vektoren
A:=[4, 0, 0]
B :=1[4, 4, 0]
C = [0, 4, 0]
D= [0, O, O]
S = [2, 2, 6]

Die Gleichung der Gerade durch die Spitze wird ermit-
telt und nachgepriift, dass die Punkte P und Q auf der
Geraden liegen.

Parameterdarstellung
einer Geraden

Lagebeziehung von
Punkt und Gerade

Mit dem Lineal lasst sich t;égr[]nden, dass die Dreiecke
BCS und CDS in der Sonne liegen. 21 5 | 0
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Um den Schatten zeichnen zu kdnnen, missen die
Schnittpunkte mit den Kanten berechnet werden.
Dazu wird die Ebene, die durch den Sonnenstrahl SP
und die Kante SB gebildet wird, betrachtet und ihre
Gleichung in Punkt-Richtungsform bestimmt.

Die Kanten werden durch einfache Gleichungen (z. B.
y =-2.5und z = 1) beschrieben.

Die Schnittpunkte der Kanten mit der Ebene werden
berechnet und gezeichnet.

Die tbrigen Punkte werden als Schnittpunkte der Kan-
ten mit der durch SP und der Kante SD aufgespannten
Ebene berechnet und eingezeichnet.

Parameterdarstellung
einer Ebene

Lagebeziehung von
Geraden und einer Ebe-
ne

1 == 6
Die Schiler haben erkannt, dass z. B. die Flache BCS
»in der Sonne liegt*. Sie beschreiben das Verfahren der Skalarprodukt
Winkelberechnung.
Um den Winkel zu berechnen, wird zundchst ein Nor- Orthogonalitét von
malenvektor der Ebene bestimmt, der ,,nach innen* Vektoren
gerichtet ist.
Mit diesem Vektor und dem Richtungsvektor v der
Sonnenstrahlen wird der eingeschlossene Winkel be- Winkel zwischen zwei
rechnet (15.9°). Der gesuchte Winkel ist dann 74.1° Vektoren
n = [0, 3, -1] Interpretation der Lo6-
sung
nev 1742
[n]-lv] 25
17..2
o = ACOS[ ]
25 3
Die Sch. entnehmen zu zwei beliebigen Punkten die
zugehdrigen Bildpunkte aus der Zeichnung (z.B. zu
(1,0) gehort der Bildpunkt (-1,0.5) und zu (3,5) der Matrix und Matrizen-
Punkt (-3,-3.5) und berechnen durch Matrizenmultipli- produkt
kation oder durch Lésen eines LGS die Werte der zuge-
horigen Abbildungsmatrix.
1 0 al a2 )
[ ] [ ] [ ] Anwendung in der Ge-
-3 -3.5 ometrie
=-laa2=05ara=0aat=-1
4
> 30 18
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I. Thema und Aufgabenstellung

Stochastik

Aufgaben

a. In einer Gruppe von 30 Personen sind 10 Wéhlerinnen und Wihler der Partei ABC
und 20 Wihler und Wahlerinnen der Partei XYZ. Es werden fir Interviews 5 Personen
zufdllig ausgewihlt.

al. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden nur Wahlerinnen und Wahler der Par-
tei XYZ ausgewahlt?

a2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gelangen genau 2 Wéhlerinnen oder Wahler
der Partei ABC in die Stichprobe? Erldutern Sie Ihren Losungsweg.

b. Eine zufillig ausgewéhlte Person aus der Bevolkerung gibt ihre Stimme mit einer
Wahrscheinlichkeit von p = 0,3 der Partei ABC.

bl.  Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass von 100 befragten Wahlern mehr als
60 und weniger als 78 ihre Stimme einer anderen Partei geben?

b2.  Fiir Berechnungen von Wahrscheinlichkeiten bei groen Stichproben hat die
Gaullsche @-Funktion eine wichtige Bedeutung. Beschreiben Sie den Zusam-
menhang einer Binomialverteilung und der GauB3schen @-Funktion. Bestimmen
Sie, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass die Anzahl der ABC-Wihler bei
2100 befragten Wihlern mehr als 661 betrigt.

c. Die Umfrageergebnisse der Partei XYZ lagen bisher bei 54 %. Die Strategen im
Wahlkampfbiiro vermuten, dass nach einer Werbekampagne der Wihleranteil grofer
geworden ist.

Entwickeln Sie einen Hypothesentest fiir einen Stichprobenumfang von 150, mit dem
die Vermutung des Wahlkampfbiiros bei einem Signifikanzniveau von 10 % unter-
sucht werden kann.

Erldutern Sie an diesem Beispiel die moglichen Fehler bei der Entscheidung.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art, wenn der Wahleranteil
nach der Werbekampagne tatséchlich 60 % betrégt.

Welchen Einfluss hat der Stichprobenumfang auf die Groe des Fehlers 2. Art?

2
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Korrektur- und Bewertungshinweise

- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

I11. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete LOsungen | I1 | 1l | Bemerkungen
Es handelt sich um ungeordnete Stichproben. Sei X die Zu- Kombinatorische
fallsvariable, die angibt wie viele Personen der Partei XYZ Zihlprobleme,
ausgewahlt werden. ungeordnete
glinstige Kombinationen: 5 aus 20 Stichproben ohne
mogliche Kombinationen: 5 aus 30 Zuriicklegen.
al. Auch andere
[ZOJ Losungswege
P(X =5) =1+ ~0,1088=10,88% (z. B. Baum-
5] diagramm) sind
2 moglich
a2. Zusitzlich Pro-
[20][10] duktregel
P(X =3)= 3(30]2 ~0,3600 =36,00%
5
Aus der Gruppe der 20 WéhlerInnen der Partei XYZ werden Berechnur}g von
" Wabhrscheinlich-
(ungeordnet) 3 Personen ausgewihlt und entsprechend 2 Keit
Personen aus den 10 WéhlerInnen der Partei ABC, was auf eren.
20Y (10
( 3 J( 2] Auch andere
verschiedene Arten moglich ist. éosllamﬁivg;g_e
Entsprechend handelt es sich bei dem Term im Nenner um di.a r‘amm) sind
die Anzahl der ungeordneten Stichproben vom Umfang 5 mbg lich
aus einer Gesamtheit von 30 Personen. Da alle Ausgénge &
gleich wahrscheinlich sind, ergibt der Quotient die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit. 5
Sei Y die Anzahl derer, die ihre Stimme der Partei ABC Zufallsgrofle
geben und X die Anzahl derer, die ihre Stimme einer ande-
ren Partei geben.
bl.
CAS-Version: Bernoullikette,
77 (100 ) o0k Binomialver-
P(60 < X < 78) = '0,7 * 0,3 R 0,931146 teﬂung, Summen_
k=6l funktion
=93,1146%
TR-Version:
P(60< X <78) = I:100;0,7 (77) - F100;0,7 (60) ~
(1-0,0479) - (1-0,9790) =0,9311=93,11% 3|1
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b2.
Eine Binomialverteilung kann durch Verschiebung des Er- Zusammenhang
wartungswertes u an die Stelle 0, durch Stauchung in x- zwischen Bino-
Richtung um den Faktor ¢ und gleichzeitige Streckung in y- mialverteilung
Richtung mit dem gleichen Faktor flachengleich trans- und
formiert werden. Fiir geniigend grofle Werte von n und eine Normalverteilung

Varianz von mehr als 9 wird das so entstandene Schaubild
gut durch den Graphen der GauB3schen @-Funktion genihert.

EY)=x=n-p=2100-0,3=630 Berechnung von
Wahrscheinlich-

o=V (Y)=yn-p-(1-p) =441 =21 keiten mit der
Normalverteilung

Damit ergibt sich fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:
P(Y 2662) =1-P(Y <661) ~ 1 - O(“=7) =

1-®(1,5)~1-0,9332 =0,0668 = 6,68% 215

c. | Die Hypothese H lautet: Entwickeln eines
Der Wihleranteil ist groBer als 54 %. Hypothesentests
H: p>0,54 (einseitig)

Die Nullhypothese Hy lautet:

Der Wihleranteil betrdgt nach wie vor 54 %.

Hy: p=0,54

Bestimmt wird der Ablehnungsbereich A fiir Hy unter der
Annahme, dass p=0,54 gilt.

E(X)=pu=n-p=150-0,54 =81
o= V(X)) =n-p-(1-p) =4/150-0,54-0,46 ~ 6,1041
P(X>0,)<0]l< P(X<g,-1)>09

Niherung durch Gaulsche Summenfunktion:
O(EHET1Y 5 (0,9 e 054 5 12816 <> g, > 89,3
=0, 290=A={90;91;...;150}

Bei einem Stichprobenergebnis von 90 oder mehr Wihler- )
Innen der Partei XYZ wird Hy verworfen. Der Fehler 1. Art Fehler beim Tes-

betrdgt dabei weniger als 10 %. ten,

Fehler 1. Art
Wenn die Nullhypothese beibehalten wird, kann man einen und

Fehler 2. Art

Fehler 2. Art machen, ndmlich dann, wenn der Wihleranteil
wirklich groBer geworden ist, man dies jedoch nicht erkannt
hat. Die GroBe des Fehlers 2. Art kann nur angegeben wer-
den, wenn der wahre Wahleranteil p; bekannt ist.

Fehler 2. Art bei p;=0,60:
Berechnung des

Fehlers 2. Art






