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Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Mathematik

Vorwort

Sehr geehrte Kolleginnen und Kollegen,

mit der zum August 2003 in Kraft tretenden Ausbildungs- und Prifungsordnung zum Erwerb der All-
gemeinen Hochschulreife (APOAH) wurden zentrale Elemente in der schriftlichen Abiturpriifung
eingefiihrt.

Die Abituraufgaben beziehen sich im Fach Mathematik auf Schwerpunkte, die den Schulen jeweils am
Ende der Vorstufe fiir das Abitur dieses Jahrgangs von der Behorde fiir Schule und Berufsbildung in
einer eigenen Verwaltungsvorschrift zur Kenntnis gegeben werden.

In der Thnen hier vorgelegten ergidnzenden Handreichung, die die entsprechende Verwaltungsvor-
schrift ausfiihrt, werden lhnen Beispiele gezeigt, wie die Aufgaben fiir die schriftlichen Abitur-
priifungen ab dem Jahre 2007 formuliert werden.

Die Aufgabenbeispiele entsprechen in den meisten Féllen der Thnen bekannten Hamburger Richtlinie
fur die Aufgabenstellung und Bewertung der Leistungen in der Abiturprifung. Die Arbeitsgruppe, die
die Handreichung erstellte, hatte den Auftrag, Aufgabenbeispiele auf der Grundlage des neuen
Rahmenplans Mathematik fiir die gymnasiale Oberstufe 2004 zu formulieren.

Die Aufgaben enthalten verbindlich definierte Arbeitsauftridge (,,Operatoren™); in den Erwartungs-
horizonten werden die Kriterien und die Anforderungen u. a. fiir eine ,,gute” und fiir eine ,,aus-
reichende® Leistung beschrieben. Beides dient dem Ziel, mehr Verbindlichkeit und Vergleichbarkeit
zu schaffen.

Hinzu kommt, dass die Einheitlichen Prifungsanforderungen in der Abiturprifung (EPA) fiir alle
Priifungsfacher derzeit liberarbeitet werden. Fiir Mathematik liegen sie bereits vor. Wenn alle neuen
EPA als KMK-Beschliisse vorliegen, wird die oben genannte Hamburger Richtlinie iiberarbeitet und
den jeweiligen EPA angepasst werden. Erst dann wird es fiir die Aufgabenarten und die An-
forderungen vermutlich Veridnderungen geben.

In der Hoffnung, dass die vorliegende Handreichung hilfreich fiir Sie und Ihre Unterrichtsarbeit ist,
wiinsche ich Thnen und Thren Schiilerinnen und Schiilern eine erfolgreiche Vorbereitung auf das
Abitur.

Den Mitgliedern der Arbeitsgruppe, die diese Handreichung erstellten, danke ich sehr herzlich fiir die
geleistete intensive und zeitaufwendige Arbeit.

Werner Renz
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1 Regelungen fir die schriftliche Abiturprifung

Die Fachlehrerin, der Fachlehrer

e crhilt sechs Aufgaben — I.1, 1.2 (Schwerpunkt Analysis) und II.1, 11.2 (Schwerpunkt Analytische
Geometrie) und III.1, 1.2 (Schwerpunkt Stochastik),

e wihlt aus genau zwei Bereichen | und Il oder | und Il genau zwei Aufgaben aus.

Die Abiturientin, der Abiturient
e crhilt die beiden Aufgaben und bearbeitet diese,
e vermerkt auf der Reinschrift, welche Aufgabe sie/er bearbeitet hat,

e st verpflichtet, die Vollstdndigkeit der vorgelegten Aufgaben vor Bearbeitungsbeginn zu iiber-
priifen (Anzahl der Blitter, Anlagen usw.).

Bearbeitungszeit:  Kurs auf grundlegendem Niveau: 240 Minuten
Kurs auf erh6htem Niveau: 300 Minuten

Eine Vorbereitungs-, Lese- und Auswahlzeit von maximal 30 Minuten kann
der Arbeitszeit vorgeschaltet werden. In dieser Zeit darf noch nicht mit der
Losung der Aufgaben begonnen werden.

Hilfsmittel: Taschenrechner (nicht programmierbar und nicht grafikfahig),
Formelsammlung, Rechtschreiblexikon

Die in den zentralen schriftlichen Abituraufgaben verwendeten Operatoren (Arbeitsauftrige) werden
im Anhang genannt und erldutert.

Grundlage der schriftlichen Abiturpriifung ist der geltende Rahmenplan in der Fassung von 2009. Der
inhaltliche Rahmen fir die schriftliche Abiturprifung wird durch die Hinweise und Beispiele zu
den zentralen schriftlichen Prufungsaufgaben festgelegt und konkretisiert. Als weitere Ubungs-
moglichkeiten bieten sich die Priifungstexte der Jahre 2006 bis 2009 an. Die genannten Materialien
stehen unter der Internetadresse http://www.mint-hamburg.de/abitur/ zur Verfiigung.

Die wechselnden curricularen Vorgaben, Konkretisierungen und Schwerpunktsetzungen werden den
Schulen jeweils vor Eintritt der Schiilerinnen und Schiiler in die Studienstufe bekannt gegeben. Fiir die
schriftliche Abiturpriifung konnen sie dem Heft Schriftliche Abiturprifung - Regelungen fur die
zentralen schriftlichen Prifungsaufgaben entnommen werden.

2 Anforderungsbereiche

Die Anforderungen in der Abiturpriifung unterscheiden sich nach der Art, der Komplexitit und dem
Grad der Selbststindigkeit der geforderten Leistung; sie verlangen unterschiedliche Arbeitsweisen.
Zur Erhohung der Transparenz und Vergleichbarkeit lassen sich drei Anforderungsbereiche be-
schreiben, ohne dass in der Praxis der Aufgabenstellung die drei Anforderungsbereiche immer scharf
voneinander getrennt werden konnen. Daher ergeben sich bei der Zuordnung der Teilaufgaben zu An-
forderungsbereichen Uberschneidungen.

Die zentralen Aufgaben der schriftlichen Abiturpriifung ermdglichen Leistungen in den folgenden drei
Anforderungsbereichen mit einem Schwerpunkt im Anforderungsbereich II:
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Anforderungsbereich |

Der Anforderungsbereich I umfasst die Wiedergabe von Sachverhalten und Kenntnissen im gelernten
Zusammenhang sowie die Beschreibung und Anwendung geiibter Arbeitstechniken und Verfahrens-
weisen in einem wiederholenden Zusammenhang.

Im Fach Mathematik kann zum Anforderungsbereich I gehdren:

Bereitstellen von Definitionen, Sitzen und einfachen Beweisen

Beschreiben eines einfachen Sachverhalts, eines bekannten Verfahrens oder eines standardisierten
Losungsweges

Anfertigen von Skizzen auf eine aus dem Unterricht bekannte Weise; Skizzieren der Graphen von
Grundfunktionen

Ausfiihren von geiibten Algorithmen wie z.B. Ableiten und Integrieren in einfachen Fillen, Losen
von einfachen Gleichungen, Ungleichungen und Gleichungssystemen nach eingeiibten Verfahren

Verwenden des Rechners als Werkzeug z.B. zum Zeichnen eines geeigneten Ausschnitts des
Graphen einer Funktion, beim Ldsen von Gleichungssystemen, beim Berechnen von Ableitungen
und von Integralen

Bestimmen der Extremwerte einer Funktion in Fillen, in denen das eingeiibte Verfahren unmittel-
bar zum Ziel fiihrt

Feststellen der Lagebeziehungen zwischen Punkten, Geraden oder Ebenen mit Hilfe eines durch
Ubung vertrauten Verfahrens

Bestimmen von Geraden- und Ebenengleichungen bei Vorgabe einfacher und gewohnter Be-
dingungen

Darstellen statistischer Daten und Ermitteln statistischer Kenngrofen in einfachen Fillen

Bestimmen und Berechnen von Wahrscheinlichkeiten in einfachen, vom Unterricht her vertrauten
Zusammenhéngen

Anforderungsbereich I

Der Anforderungsbereich Il umfasst das selbststindige Auswahlen, Anordnen, Verarbeiten und Dar-
stellen bekannter Sachverhalte unter vorgegebenen Gesichtspunkten in einem durch Ubung bekannten
Zusammenhang und das selbststindige Ubertragen und Anwenden des Gelernten auf vergleichbare
neue Zusammenhinge und Sachverhalte.

Im Fach Mathematik kann zum Anforderungsbereich II gehoéren:

Veranschaulichen und Beschreiben von Zusammenhéingen bei bekannten Sachverhalten mit Hilfe
von Bildern, Texten und Symbolen

Dokumentieren eines Losungsweges in sachgerechter mathematischer Form

Verfassen eines mathematischen Kurzaufsatzes in bekannten Zusammenhéngen

Ausfiihren von Beweisen, deren Beweisstruktur aus dem Unterricht bekannt ist

Anwenden von zentralen Begriffen in Beispielen, die in ihrer Struktur einfach sind
Interpretieren charakteristischer Eigenschaften einer Funktion anhand ihres Graphen
Ubersetzen eines Schaubildes in einen Funktionsterm oder eines Funktionsterms in eine Skizze

Anpassen von Funktionen an vorgegebene Bedingungen, wenn dhnliche Vorgehensweisen aus
dem Unterricht bekannt sind

Durchfiihren vollstdndiger Fallunterscheidungen in {iberschaubaren Situationen
gezieltes Verwenden des Rechners bei der Losung komplexerer Probleme

Ubersetzen einer Ausgangssituation in ein geeignetes mathematisches Modell (z.B. Koordinaten-
system, Funktionsterm, Gleichungssystem, Wahrscheinlichkeitsverteilung), wenn &hnliche
Modellierungen aus dem Unterricht bekannt sind
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e sachgerechtes und begriindetes Argumentieren bei der Darstellung eines Modellansatzes oder bei
der Auswabhl eines Losungsweges

e verstindiges Anwenden der Bezichung zwischen Anderungsrate und Gesamtinderung in be-
kannten Situationen

e analytisches Beschreiben von geometrischen Objekten, wobei die sie bestimmenden Parameter
erst aus anderen Bedingungen erschlossen werden miissen

e Vergleichen und Bewerten verschiedener Losungsansitze in einem durch Ubung bekannten Zu-
sammenhang

e Analysieren und Modellieren stochastischer Prozesse in aus dem Unterricht bekannter Weise
e Durchfiihren eines aus dem Unterricht bekannten Verfahrens der beurteilenden Statistik

e Beschaffen, Strukturieren, Auswihlen und Auswerten von Informationen zu einer iiberschaubaren
Problemstellung in einer im Unterricht vorbereiteten Vorgehensweise

e Prisentieren von Arbeitsergebnissen in libersichtlicher, gut strukturierter Form

Anforderungsbereich Il

Der Anforderungsbereich III umfasst das zielgerichtete Verarbeiten komplexer Sachverhalte mit dem
Ziel, zu selbststandigen Losungen, Gestaltungen oder Deutungen, Folgerungen, Begriindungen und
Wertungen zu gelangen. Dabei wihlen die Schiilerinnen und Schiiler aus den gelernten Arbeits-
techniken und Verfahren die zur Bewiltigung der Aufgabe geeigneten selbststindig aus, wenden sie in
einer neuen Problemstellung an und beurteilen das eigene Vorgehen kritisch.

Im Fach Mathematik kann zum Anforderungsbereich III gehoren:

e kreatives Ubersetzen einer komplexeren Ausgangssituation in ein geeignetes mathematisches
Modell, ohne dass dies in vergleichbaren Zusammenhéngen geiibt wurde

e planvolles, begriindetes Nutzen und Bewerten von Informationen bei komplexeren oder offeneren
Problemstellungen

e Auffinden eines Losungsansatzes fiir Probleme, bei denen Kenntnisse aus verschiedenen Teil-
gebieten der Mathematik verbunden werden miissen, ohne dass dies in vergleichbaren Zusammen-
héngen geiibt wurde

e Uberpriifen und Bewerten der Vorgehensweise sowie Interpretieren und Beurteilen der Ergebnisse
z.B. bei einer Modellierung oder beim Umgang mit Informationen

e Anwenden zentraler Begriffe und Vorgehensweisen in komplexeren Zusammenhéngen
e Verallgemeinern eines Sachverhalts, der nur von Beispielen her bekannt ist
e Ausfiihren eines Beweises, zu dem eigenstéindige Beweisgedanken erforderlich sind

3 Liste der Operatoren

Mehr noch als bei dezentralen Aufgaben, die immer im Kontext gemeinsamer Erfahrungen der Lehr-
krafte und Schiiler mit vorherigen Klausuren stehen, miissen zentrale Priifungsaufgaben fiir die
Abiturientinnen und Abiturienten eindeutig hinsichtlich des Arbeitsauftrages und der erwarteten
Leistung formuliert sein. Die in den zentralen schriftlichen Abituraufgaben verwendeten Operatoren
(Arbeitsauftrage) werden in der folgenden Tabelle definiert und inhaltlich gefiillt. Entsprechende
Formulierungen in den Klausuren der Studienstufe sind ein wichtiger Teil der Vorbereitung der
Schiilerinnen und Schiiler auf das Abitur.

Neben Definitionen und Beispielen enthdlt die Tabelle auch Zuordnungen zu den Anforderungs-
bereichen I, Il und 1l (vgl. die Richtlinie fir die Aufgabenstellung und Bewertung der Leistungen in der
Abiturprufung), wobei die konkrete Zuordnung auch vom Kontext der Aufgabenstellung abhéngen
kann und eine scharfe Trennung der Anforderungsbereiche nicht immer moglich ist.
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Operatoren Definitionen Beispiele
Angeben, Ohne néhere Erlduterungen und Begriindun- | Geben Sie drei Punkte an, die in der
nennen gen, ohne Losungsweg aufzihlen Ebene liegen.
I Nennen Sie drei weitere Beispiele zu ...
Anwenden Einen bekannten Sachverhalt oder eine Wenden Sie das in Matrix L gegebene
1l Handlungsanweisung, Formel, Vorschrift auf | Populationsmodell auch auf den Be-
Elemente ihres jeweiligen Definitionsbereichs | stand B an.
anwenden. Wenden Sie die Funktionsgleichung
auch auf die gegebenen Zahlen an.
Begrunden Einen angegebenen Sachverhalt auf Gesetz- | Begriinden Sie, dass die Funktion nicht
=1l méBigkeiten bzw. kausale Zusammenhénge mehr als drei Wendestellen aufweisen
zuriickfithren. Hierbei sind Regeln und kann.
mathematische Beziehungen zu nutzen. Begriinden Sie die Zurickweisung der
Hypothese.
Berechnen Ergebnisse von einem Ansatz ausgehend Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit

durch Rechenoperationen gewinnen

des Ereignisses.

Beschreiben
-

Sachverhalt oder Verfahren in Textform unter
Verwendung der Fachsprache in vollstdndigen
Sétzen darstellen (hier sind auch Ein-
schrankungen moglich: ,,Beschreiben Sie in
Stichworten®)

Beschreiben Sie den Bereich moglicher
Ergebnisse.

Beschreiben Sie, wie Sie dieses Problem
16sen wollen, und fiihren Sie danach

Thre Losung durch.
Bestatigen Eine Aussage oder einen Sachverhalt durch Bestitigen Sie, dass die gegebene
-l Anwendung einfacher Mittel (rechnerischer | Funktion eine Stammfunktion zur
wie argumentativer) sichern. Ursprungsfunktion ist.
Der Anspruch liegt deswegen unterhalb von | Bestitigen Sie die Parallelitit der beiden
,Zeigen™ oder ,,.Beweisen®. Ebenen.
Bestitigen Sie, dass in diesem Fall die
Wahrscheinlichkeit unter 0,1 liegt.
Bestimmen, Einen Losungsweg darstellen und das Ergeb- | Ermitteln Sie grafisch den Schnittpunkt.
ermitteln E;St:fréngi}cz;e(?eidgn\titf;l? ;‘;tieri)kann Bestimmen Sie aus diesen Werten die
11-I11 & Koordinaten der beiden Punkte.
Beurteilen Zu einem Sachverhalt ein selbststindiges Beurteilen Sie, welche der beiden vor-
I Urteil unter Verwendung von Fachwissen und | geschlagenen modellierenden
Fachmethoden formulieren Funktionen das urspriingliche Problem
besser darstellt.
Beweisen, Beweisfiihrung im mathematischen Sinne Beweisen Sie, dass die Gerade auf sich
widerlegen unter Verwendung von bekannten selbst abgebildet wird.

mathematischen Satzen, logischer Schliisse
und Aquivalenzumformungen, ggf. unter
Verwendung von Gegenbeispielen

Entscheiden
1]

Bei Alternativen sich begriindet und eindeutig
auf eine Moglichkeit festlegen

Entscheiden Sie, fiir welchen der beiden
Beobachter der Aufschlagpunkt niher
ist.

Entscheiden Sie, welche der Thnen be-
kannten Verteilungen auf die Problem-
stellung passt.
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Operatoren

Definitionen

Beispiele

Erganzen,
vervollstandigen

Tabellen, Ausdriicke oder Aussagen nach
bereits vorliegenden Kriterien, Formeln oder
Mustern fiillen.

Ergénzen Sie die Tabelle der
Funktionswerte.

Vervollstandigen Sie die Zeichnung mit
den in der Aufgabestellung gegebenen
Punkten.

Erstellen Einen Sachverhalt in {ibersichtlicher, meist Erstellen Sie eine Wertetabelle fiir die
| fachlich iiblicher oder vorgegebener Form Funktion.

darstellen
Herleiten Die Entstehung oder Ableitung eines ge- Leiten Sie die gegebene Formel fiir die
I gebenen oder beschriebenen Sachverhalts Stammfunktion her.

oder einer Gleichung aus anderen oder aus

allgemeineren Sachverhalten darstellen
(Re-) Die Ergebnisse einer mathematischen Uber- | Interpretieren Sie: Was bedeutet Thre

Interpretieren

legung riickiibersetzen auf das urspriingliche
Problem

Losung fiir die urspriingliche Frage?

Skizzieren Die wesentlichen Eigenschaften eines Skizzieren Sie die gegenseitige Lage der
-l Objektes grafisch darstellen (auch Freihand- | drei Korper.
skizze moglich)

Untersuchen Sachverhalte nach bestimmten, fachlich {ib- Untersuchen Sie die Funktion ...

I lichen bzw. sinnvollen Kriterien darstellen Untersuchen Sie, ob die Verbindungs-
kurve ohne Knick in die Gerade ein-
miindet.

Vergleichen Nach vorgegebenen oder selbst gewéhlten Vergleichen Sie die beiden Vorschldge

il Gesichtspunkten Gemeinsamkeiten, Ahnlich- | ... nach der von den Kurven ein-

keiten und Unterschiede ermitteln und dar- geschlossenen Fldche.
stellen

Zeichnen, Eine hinreichend exakte grafische Darstellung | Zeichnen Sie den Graphen der Funktion.

grafisch anfertigen Stellen Sie die Punkte und Geraden im

darstellen . .
Koordinatensystem mit den gegebenen

Il Achsen dar.

Zeigen, Eine Aussage, einen Sachverhalt nach Zeigen Sie, dass das betrachtete Viereck

nachweisen giiltigen Schlussregeln, Berechnungen, ein Drachenviereck ist.

H-Il] Herleitungen oder logischen Begriindungen

bestdtigen
Zuordnen Ohne tiefer gehende Erlduterung eine Ver- Ordnen Sie die Graphen den gegebenen

bindung zwischen zwei Listen herstellen

Gleichungen zu.
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4  Aufgaben

Die folgenden Aufgaben sind Beispiele fiir zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathematik
zu den oben genannten curricularen Vorgaben, Konkretisierungen und Schwerpunktsetzungen.

Neben der Aufgabenstellung enthalten die Beispiele den Erwartungshorizont, Hinweise zu den
Operatoren mit Bezug zu den drei Anforderungsbereichen und Bewertungshinweise:

Fiir die Bewertung der Gesamtleistung der schriftlichen Abiturpriifung gilt die folgende Zuordnungs-
tabelle:

Erreichte Gesamtpunktzahl | Erreichte Gesamtleitung in Prozent | Bewertung in Punkten
> 190 BWE =95 % 15
> 180 BWE =90 % 14
> 170 BWE >285% 13
> 160 BWE >80 % 12
> 150 BWE =75 % 11
> 140 BWE =70 % 10
> 130 BWE 265 % 9
> 120 BWE =60 % 8
>110 BWE =255% 7
> 100 BWE >50% 6
> 90 BWE >45% 5
> 80 BWE =40 % 4
> 66 BWE >233% 3
> 52 BWE 226 % 2
> 38 BWE 219 % 1
< 38 BWE <19 % 0

Bewertungskriterien fur die Noten ,gut* und , ausreichend*”

Die Note , gut® (11 Punkte) wird erteilt, wenn anndhernd vier Fiinftel (mindestens 75%) der er-
warteten Gesamtleistung erbracht worden ist. Dazu muss die Priifungsleistung in ihrer Gliederung, in
der Gedankenfiihrung, in der Anwendung fachmethodischer Verfahren sowie in der fachsprachlichen
Artikulation den Anforderungen voll entsprechen. Ein mit ,,gut beurteiltes Priifungsergebnis setzt
voraus, dass neben Leistungen in den Anforderungsbereichen I und II auch Leistungen im An-
forderungsbereich 111 erbracht wurden.

Die Note , ausreichend” (5 Punkte) wird erteilt, wenn annéhernd die Hélfte (mindestens 45 %) der
erwarteten Gesamtleistung erbracht worden ist. Dazu muss mindestens eine Teilaufgabe, die An-
forderungen im Bereich II aufweist, vollstdndig und weitgehend richtig bearbeitet worden sein.

10
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4.1  Kurs auf grundlegendem Niveau

Aufgabe 1 Vegetation

In der Ubergangszone zwischen Wiistenklima und geméBigtem Klima an der Westkiiste Nordamerikas
trifft man auf einer Fliche von ca. 2000 km? eine Vegetation immergriiner Strducher an. Man be-
zeichnet das als ,,Chaparral®.

Die Brennbarkeit dieser Pflanzen hingt sehr von ihrem Alter ab. Besonders leicht brennen die élteren
Pflanzen wegen der groflen Mengen verdorrten Materials. Brande haben abgesehen von ihrer Gefahr
fiir Mensch und Tier auch eine sehr niitzliche Funktion: anstelle der verbrannten Strducher wachsen
ziemlich schnell junge, kriftige Pflanzen aus dem Boden. Spontane Brinde werden daher nicht immer
geldscht. Die Verjlingung sorgt immer wieder dafiir, dass die Gebiete mit diirrem Material nicht zu
gro} werden.

Diese Situation lasst sich z.B. in folgendem Modell darstellen:

=  Die Vegetation wird entsprechend ihrem Alter in vier Klassen eingeteilt:
Klasse 1: 0 - 10 Jahre

Klasse 2: 10 - 20 Jahre
Klasse 3: 20 - 30 Jahre
Klasse 4: 30 Jahre und élter.

= Als MaB fiir den Umfang einer Klasse nimmt man nicht die Anzahl der Pflanzen, sondern die
Fliache des durch diese Klasse bedeckten Gebietes.

= Bei jeder Klasse bleibt der prozentuale Anteil, der in 10 Jahren verbrennt, konstant.
*  Die Gesamtfliche des Gebietes betrigt stets 2000 km .

Die Entwicklung der Vegetation in diesem Modell beschreibt der folgende Graph:

o Bezeichnungen:
) Ny Vi = Anteil von Klasse i, der verbrennt (v < 1)
# n; = Anteil von Klasse i, der nicht verbrennt (n; < 1)

Klasse 4,

a) Geben Sie unter Verwendung der Zahlenwerte in der Tabelle und geméfl dem Graphen bzw. dem
oben stehenden Modell eine Populationsmatrix (Leslie-Matrix) L an und begriinden Sie Thr Vor-
gehen.

Verbrennende Anteile v =0,01 v, =0,02 v; = 0,50 v; = 0,20
Nicht verbrennende Anteile n, =0,99 n, =0,98 n; = 0,50 n; = 0,80

b) Begriinden Sie, warum fiir alle vier Klassen n; + v; = 1 gelten muss.

11



Lineare Algebra / Analytische Geometrie auf grundlegendem Niveau Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathematik

¢)

d)

e)

12

Zu Beginn der Modellierung nehmen die Klassen die folgenden Flichen (in km?) ein:
Klasse 1: 302 Klasse 2: 284 Klasse 3: 314 Klasse 4: 1100

Berechnen Sie daraus mit Hilfe der Leslie-Matrix L eine Prognose fiir die Flichenmalle der
einzelnen Klassen nach 10 Jahren (1 Zeittakt).

Berechnet man von der Matrix L aus Aufgabenteil a) die Potenzen L%, L LY ... usw., so stellt man
fest, dass sich die Matrizen L" fiir groBere Werte von n kaum noch voneinander unter scheiden. So
stimmen die gerundeten Matrizen L fiir n = 30 mit der folgenden Matrix iiberein:

0,185 0,185 0,185 0,185
0,185 0,185 0,185 0,185
0,18 0,18 0,18 0,18
0,45 0,45 0,45 0,45

Was kann man daraus fiir die Chaparral-Vegetation folgern?

Die Berechnung in Aufgabenteil c) (und auch in d)) kann als Funktion aufgefasst werden. Be-
schreiben Sie diese Funktion (Zuordnungsvorschrift, Definitions- und Zielmenge), und geben Sie
als Beispiel mit Threr Funktion die Rechenvorschrift fiir Prognose in 50 Jahren an.

In der Praxis fithren die Verwalter des Chaparral auch noch ein kontrolliertes, gewolltes Ab-
brennen von Teilen der Vegetation, die dlter als 10 Jahre ist, durch.

Dabei soll im Modell das Abbrennen immer unmittelbar nach Ablauf von 10 Jahren (also am Ende
eines Zeittaktes) auf einmal stattfinden, wobei jeweils 2% von Klasse 2, 2% von Klasse 3 und 7%
von Klasse 4 abbrennen.

Bestimmen Sie als Modell zur Berechnung der Folgen fiir die Vegetation eine entsprechende
Matrix M.

Beschreiben Sie den gesamten zehnjéhrigen Vorgang des spontanen und gewollten Abbrennens
mit Hilfe der Matrizen M und L und begriinden Sie Ihr Vorgehen.
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Aufgabe 2 Schwarzwild

Das Schwarzwild ist in vielen Teilen Europas seit
geraumer Zeit auf dem Vormarsch und es hdufen
sich landwirtschaftliche Schéden. Verursacht wird
dieses enorme Wachstum durch die hohe Fort-
pflanzungsleistung dieser Art. Unter giinstigen Be-
dingungen, d. h. bei gutem Futterangebot, gebiren
beim Schwarzwild bereits die Frischlinge (Wild-
schweine im ersten Lebensjahr) zu einem hohen
Anteil. Zusitzlich verringert sich ihre Sterblichkeit
iiber die Wintermonate, und auch die Fruchtbarkeit
der reifen Bachen (weibliche Wildschweine, dlter als
zwei Jahre) steigt. An diesem Punkt kommt der
Mensch ins Spiel: Vor allem durch die Landwirt-
schaft, aber auch durch falsche Fiitterung, werden
ungewollt Nahrungsquellen fiir das Schwarzwild
verfiigbar gemacht. Damit kommt es zwangslaufig
zu einem dramatischen Anwachsen der Bestinde.

In dieser Aufgabe werden nur weibliche Wildschweine betrachtet. Diese werden in drei Altersklassen
eingeteilt.
F: Frischlinge (hochstens ein Jahr alt)
U: Uberlduferbachen (ilter als ein Jahr bis maximal zwei Jahre alt)
B: reife Bachen (dlter als zwei Jahre)
F
Eine Population weiblicher Wildschweine wird durch einen Populationsvektor |U | beschrieben.
B
a) Fiir eine Population gilt:
Die jahrliche Geburtenrate bei Frischlingen betrigt 0,13, bei Uberliuferbachen 0,56 und bei
reifen Bachen 1,64.
Von den Frischlingen iiberleben jéhrlich 25 %, von den Uberl4uferbachen 56 % und von den
reifen Bachen 58 %.
Stellen Sie in einem Ubergangsgraphen die Entwicklung dieser Population dar. 10P

b) Entscheiden Sie, welche der Matrizen A, B, C die in a) dargestellte Entwicklung des Schwarz-
wildes beschreibt.

0,25 0 0 0,13 0,56 1,64 0,13 0,56 1,64
A=| 0 0,56 0,58, B=10,25 0 0, C=| 0 0,5 0,58
0,13 0,56 1,64 0 0,56 0,58 0,25 0 0

Begriinden Sie auch fiir die beiden anderen Matrizen, warum sie zur Modellierung hier
nicht geeignet sind. 2P

13
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Die Werte aus a) beruhen auf Untersuchungen von Schwarzwild, das unter ungiinstigen Bedingungen
lebt. Die Winter sind lang und streng, nicht immer ist genug Futter vorhanden. Die folgenden Matrizen
P und Q hingegen beschreiben die Entwicklung von Wildschweinpopulationen unter geméBigten bzw.
guten Lebensbedingungen.

0,59 1,76 2,29 0,26 0,94 1,93
P=1(0,52 0 0|, Q=(0,33 0 0
0 0,60 0,71 0 0,40 0,66

¢) Entscheiden Sie, welcher der beiden Matrizen P oder Q geméfBigte Lebensbedingungen fiir
Wildschweine und welcher gute Lebensbedingungen fiir Wildschweine zugrunde liegen. 10P

Die folgenden Aufgabenteile d) bis h) beziehen sich auf die Matrix P.

d) Eine weibliche Wildschweinpopulation setzt sich zum Untersuchungszeitpunkt aus 60 Frisch-
lingen, 23 Uberlduferbachen und 17 reifen Bachen zusammen.
Berechnen Sie mit Hilfe der Populationsmatrix P die Population nach einem Jahr und aus
diesem Ergebnis die Population nach einem weiteren Jahr unter den gleichen Lebens-
bedingungen. 10P

e) * Berechnen Sie P? und runden Sie die Elemente dieser Matrix auf zwei Nachkommastellen.

+ Bestitigen Sie durch Nachrechnen, dass man auch mit Hilfe von P* den Wildschwein-
bestand aus Aufgabenteil d) nach zwei Jahren bestimmen kann. 10P

f) Begriinden Sie allein im Sachkontext und unabhéngig von der Rechnung in ¢), warum P
keine Null enthalten darf. 15P

g) Der Bestand nach 10 Jahren kann mit Hilfe der Matrix P'* bestimmt werden.
Fiir die 10. Potenz der Matrix P gilt:

61 122 152
P~ 19 39 49|,
13 25 32

Bestitigen Sie, dass bei ungestortem Wachstum unter gleich bleibenden Lebensbedingungen die
Ausgangspopulation von 100 Wildschweinen (s. Aufgabenteil d)) nach 10 Jahren auf mehr
als 13 500 Tiere anwéchst. 5P

Auch ohne menschliche Eingriffe sind gleich bleibende Lebensbedingungen iiber Jahre hinweg
unrealistisch; das Schwarzwild konnte sich wegen der Futter- und Raumnot nicht ungehindert
vermehren. Trotzdem wiirden die Bestinde zunéchst dramatisch wachsen.

Um die Populationen konstant zu halten, werden Wildschweine von den Jagdpéachtern geschossen.
Zu beachten ist dabei, dass reife Bachen in der Sozialstruktur von Wildschweingruppen eine
wichtige Rolle spielen. Ohne sie wiirden heranwachsende Frischlinge ,,ausrasten®.

h) Bestimmen Sie eine Population, auf die der in Aufgabenteil d) beschriebene Bestand durch
Abschuss reduziert werden konnte, sodass im néchsten Jahr die Population wiederum nur
auf insgesamt 100 weibliche Tiere anwichst. Lassen Sie zehn alte Bachen und zehn
Uberlduferbachen am Leben. 20P
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Aufgabe 3 Kosten-Preis-Kalkulation

Ein Industriebetrieb verarbeitet die Rohstoffe R, R, R; und Ry zu den Zwischenprodukten Z;, Z, und
Z;. Aus diesen Zwischenprodukten werden zwei Endprodukte E; und E; hergestellt.

Der folgende Graph (auch Gozintograph genannt) zeigt, wie viele Mengeneinheiten (ME) der Roh-
stoffe fiir eine ME eines Zwischenproduktes und wie viele ME der Zwischenprodukte fiir eine ME
eines Endproduktes benétigt werden.

Ri R R; R,

E1 EZ

a) Berechnen Sie die Rohstoff/Zwischenproduktmatrix A die Zwischen-/Endproduktmatrix B sowie
die Rohstoff/Endproduktmatrix C.

b) Ein Kunde bestellt 20 ME von Endprodukt E; und 30 ME von Endprodukt E,.

- Berechnen Sie die zur Abwicklung des Auftrages notwendigen Mengen an Rohstoffen und an
Zwischenprodukten.

- Ermitteln Sie mit Hilfe der Matrizenrechnung die Gesamtkosten K des Kundenauftrages. Die
Kostenrechnung liefert fiir die Kalkulation die nachstehend aufgefiihrten variablen Kosten. Die
fixen Kosten werden grundsitzlich mit 20 % der variablen Kosten veranschlagt.

Materialkosten je ME der Rohstoffe: Ri: 5,00 €, R.: 1,00 €, R;: 3,00 €, | Ry: 2,00 €;

Herstellkosten je ME der Zwischen- Z:40,00€, | Z,:20,00€, | Z5: 50,00 €;
produkte.:

Herstellkosten je ME der End- E;: 250,00 €, | E,: 100,00€.
produkte:

- Bestimmen Sie den Mindestverkaufspreis pyin der Endprodukte auf volle Euro gerundet, wenn
beide Produkte zum gleichen Preis verkauft werden sollen und der Betrieb ohne Verlust arbeiten
will.
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¢) Zukiinftig sollen die Rohstoffvorrite des Betriebes dem tatsdchlichen Absatz der Endprodukte
angepasst werden. Neueste Marktuntersuchungen haben ergeben, dass sich die Endprodukte E;
und E, im Mengenverhiltnis von 1 : 3 absetzen lassen.

- Zeigen Sie, dass die Rohstoffvorrite unter Beriicksichtigung des oben angegebenen Mengen-
verhéltnisses dem folgenden Mengenvektor entsprechen miissen:

116X
- 84X,
R = 1220,

84X,

- Vom Rohstoff Ry sind voriibergehend nur begrenzte Mengen erhiltlich, und zwar hdchstens
20.160 ME.

Bestimmen Sie, wie viele Endprodukte von E; und von E, unter Beibehaltung des obigen
Mengenverhiltnisses von 1:3 maximal noch produziert werden kdnnen.

- Beurteilen Sie kurz die Probleme der Lagerhaltung beziiglich des Kapitalbedarfs und der
Finanzierung.
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Aufgabe 4 Kaferpopulation

Grundlage der Aufgabe: E. LEHMANN, Lineare Algebra mit dem Computer, Suttgart 1983, S. 186f

Die Entwicklung eines Kéfers beschreibt das folgende Modell:

Aus den Eiern schliipfen nach einem Monat Larven, nach einem weiteren Monat werden diese zu
Kéfern, die nach einem Monat Eier legen und dann sterben.

- Aber nur aus einem Viertel der Eier werden Larven, die anderen Eier werden von Tieren gefressen
oder verenden.

- Von den Larven wird die Hilfte zu Kéfern, die andere Hilfte stirbt.

Jeder Kéfer legt 8 Eier.

a) Stellen Sie das beschriebene Modell mit einem Graphen dar und geben Sie die Populationsmatrix
P an.
Berechnen Sie mit P, wie eine Population von 40 Eiern, 40 Larven und 40 Kéfern nach einem

Monat aussieht.

b) Die in a) angegebene Population soll iiber einen ldngeren Zeitraum beobachtet werden. Dazu be-
notigt man ein kleines Terrarium, wenn die Anzahl der Kéfer im Laufe der Zeit nicht iiber 60 an-
steigt, andernfalls ein groBes.

Ermitteln Sie, welches Terrarium nach dem Populationsmodell gekauft werden muss.

¢) Bestimmen Sie fiir das Populationsmodell einen Anfangsbestand, der nach einem Monat unver-
andert ist.
Beschreiben Sie die Langzeitentwicklung dieses Bestandes.

d) Bestimmen Sie fiir die Populationsmatrix P die Potenzen P und P?,
1 00

und zeigen Sie damit, dass P°’=E=|0 1 0| = Einheitsmatrix gilt.
00 1

Interpretieren Sie diesen Sachverhalt im Kontext der Population.

e) Diese Teilaufgabe ist eine Verallgemeinerung von d):

0 0 a
Gegeben sei die Matrix M =|b 0 0 |mitae Q; und 0<b,c<1 .
0 coO
Ermitteln Sie Bedingungen fiir &, b und ¢, damit M = E = Einheitsmatrix.

Zeigen Sie, dass fiir diese Matrizen M dann M * = M gilt, und beurteilen Sie das Ergebnis im Hin-
blick auf alle Potenzen der Matrix M.
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Aufgabe 5 Kastanien-Miniermotte

Die Rosskastanien-Miniermotte (Cameraria ohridella) ist vor gut 20
Jahren entdeckt worden und breitet sich schnell in Europa aus. Dieser
Kleinschmetterling ist relativ wenig erforscht. Die in dieser Aufgabe
verwendeten Daten {iber die Entwicklungsstadien beruhen daher teil-
weise auf Schitzungen.

Die Motten bringen {liber einen Sommer zwei bis drei, unter giinstigen
Lebensbedingungen auch vier ,,Generationen* hervor.

In dieser Aufgabe wird zur Vereinfachung davon ausgegangen, dass
die Motten nur eine ,,Generation“ im Juni hervorbringen und eine
zweite ,,Generation im August. Dabei beschreibt der Begriff
»Generation einen vollstindigen dreischrittigen Entwicklungszyklus
von Puppen zu Puppen!

Die ersten Miniermotten eines Sommers entwickeln sich aus Puppen,
die den Winter iiber in welken Kastanienblattern gelebt haben. Anfang
Juni gibt es also nur diese ,,Winter-Puppen® (WP ).

Hier die dreischrittige Entwicklung der Junigeneration:
(1) 50 % der ,,Winter-Puppen® (WP ) sind lebensfdhig und entwickeln sich zu Faltern ( F ).
(2) Jeder Falter legt Eier, aus denen sich im Durchschnitt 20 Larven ( L) entwickeln.

20 % der Larven entwickeln sich zu ,,Winter-Puppen (WP ), die in den Ruhezustand fallen
und sich so bis zum nédchsten Jahr nicht weiter entwickeln.

(3) 40 % der Larven entwickeln sich zu ,,Sommer-Puppen® ( SP ), die sich im Juni bereits zu
Faltern entwickeln. Die restlichen Larven sterben.

Zur Beschreibung der drei Entwicklungsschritte der Junigeneration soll dieselbe Ubergangsmatrix P
L

L | SP
nacheinander auf den Populationsvektor V = WP angewandt werden.

F
0 0 0 a
L . o . b 0 0 0
Diese Ubergangsmatrix hat dabei die allgemeine Form P = c o o ol
0 0 doOo
a) Fiir die Matrix P stehen folgende Varianten zur Verfligung:
0 0 0 20 0 0 0 20 0 0 0 20
0,2 0 0 O 0,4 0 0 O 0,5 0 0 O
, oder
0,4 0 0 O 0,2 0 0 O 0,2 0 0 0
0 0 05 0 0 0 05 0 0 0 04 O

Geben Sie die richtige Matrix P an und beschreiben Sie Thre Entscheidung im Sachkontext
der Aufgabe. (10P)

b) Ineinem Garten gibt es Anfang Juni 100 ,,Winter-Puppen‘‘. Berechnen Sie die Anzahlen der
,»Sommer-Puppen® und der ,,Winter-Puppen®, die sich im Laufe des Juni in den drei Schritten
daraus entwickeln. (10P)
Kontrollergebnis: Es gibt 400 Sommer-Puppen und 200 Winter-Puppen.
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c) Die Berechnung der Puppenanzahlen in b) ldsst sich in einem Schritt mit Hilfe der Matrix
P* durchfiihren.
Bestimmen Sie diese Matrix und zeigen Sie, dass die einfache Anwendung von P* auf den
Bestand von 100 Winter-Puppen zum gleichen Ergebnis wie in b) fiihrt. (15P)

Die leicht verdnderte, ebenfalls dreischrittige Entwicklungsphase der Augustgeneration eines
Sommers wird durch dreimalige Anwendung der folgenden Matrix Q dargestellt:

0 0 0 15
o 0O 0 0 O
10,6 0 1 0
0 07 0 O
d) Beschreiben Sie die Bedeutung der von Null verschiedenen Eintrage der Matrix Q. (10P)

e) Bestimmen Sie aus dem Ergebnis von b) die Anzahl der ,,Winter-Puppen® Ende August.  (10P)

Die Berechnung der Entwicklung im August lésst sich auch wieder in einem einzigen Schritt
mithilfe der folgenden Matrix durchfiihren:

(=]

(=]
S = O O
S o o O

f) Bestimmen Sie die Matrix R, die die Entwicklung im Juni und August in einem Schritt zu-
sammenfasst, so dass man direkt aus der Anzahl der ,,Winter-Puppen* Anfang Juni die An-
zahl der ,,Winter-Puppen* Ende August berechnen kann. Bestétigen Sie Thr Ergebnis, indem
Sie mit dieser Matrix R das Ergebnis aus e) erneut berechnen. (15P)

g) Zur Bekédmpfung der Miniermotten wird seit einigen Jahren in der Presse dazu aufgerufen,
das Laub der Kastanien zu verbrennen, weil darin die Puppen iiberwintern und die Puppen
von der Verrottung des Laubs nicht betroffen sind. Solche Aktionen bewirkten eine
drastische Reduktion der iiberwinterten Puppen und damit des Befalls der Kastanienbdume.
Berechnen Sie, wie viel Prozent des Winterlaubs verbrannt werden miisste, damit sich — nach
dem hier entwickelten Modell — die Miniermotten nicht von Jahr zu Jahr weiter ausbreiten. (10P)

h) Ein Unternehmen der chemischen Industrie hat ein neues Mittel speziell gegen die Falter
entwickelt. Ermitteln Sie einen Rechenweg, mit dem man bestimmen kdnnte, wie viel
Prozent der Falter getotet werden miissten, bevor sie Eier legen, damit sich — nach dem
hier entwickelten Modell — die Miniermotten nicht von Jahr zu Jahr weiter ausbreiten. (20P)
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Aufgabe 6 Fruchtséafte

Ein Betrieb der Getrankeindustrie produziert in zwei Werken an verschiedenen Standorten Fruchtsifte.
Im Werk A werden aus vier Rohstoffen R;, R,, R; und Ry drei Zwischenprodukte Z;, Z, und Z; her-
gestellt. Im Werk B werden aus den Zwischenprodukten dann die drei Endprodukte E,, E; und E; ge-
fertigt. Der Materialfluss in Mengeneinheiten (ME) ist durch die beiden folgenden Tabellen gegeben:

a)

b)

20

Werk A: Rohstoffeinsatz Werk B: Zwischenprodukteinsatz

R—>Z Z Z Z; Z->E| E E Es
R 1 3 0 Z, 2 1 4
R, 0 6 2 Z, 8 10 1
Rs a 0 a3 Z3 6 2 2
Ry 1 3 1

Berechnen Sie die Elemente a;; und &;; in der Rohstoffeinsatzmatrix A so, dass die Roh-
stoff/Endproduktmatrix C wie folgt lautet:

26 31 7
60 64 10
C= .
16 6 12
32 33 9

Ermitteln Sie, wie groB3 der Vorrat an den einzelnen Rohstoffen sein muss, damit von den End-
produkten 150 ME von E;, 200 ME von E, und 250 ME von E; hergestellt werden konnen.

Durch technische Stérungen im Produktionsablauf in Werk A gab es einen Ausfall bei der Her-
stellung des Zwischenproduktes Z,. Erschwerend kommt hinzu, dass sich wegen Renovierungs-
arbeiten in den Lagerrdumen des Werkes B nur geringe Bestinde an Zwischenprodukten befinden.
Zurzeit sind am Lager in Werk B nur noch die Zwischenprodukte Z; mit 75 ME und Z; mit 100
ME.

Ein Kunde bestellt kurzfristig 12 ME von Endprodukt E;.

Dem Kundenwunsch entsprechend werden nun genau die 12 ME von E; produziert, wobei aber
produktionsbedingt auch die beiden anderen Endprodukte E; und E, (nach obiger Tabelle) her-
gestellt werden.

Zeigen Sie durch eine Berechnung, dass sich die oben genannten Zwischenproduktbestiande voll-
stindig durch diese Produktion verarbeiten lassen, und bestimmen Sie, wie viele ME der End-
produkte E; und E, dabei hergestellt werden konnen und wie viele ME des Zwischenprodukts Z,
das Werk A dann liefern muss.

Um auf Dauer einen reibungslosen Produktionsablauf in Werk B zu gewahrleisten, soll das Lager
nach der Renovierung einen Mindestbestand an Zwischenprodukten aufweisen.

Untersuchen und beurteilen Sie ohne Rechnungen die Probleme der Lagerhaltung beziiglich des
Kapitalbedarfs und der Finanzierung.

Fortsetzung néchste Seite —
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d) Zukiinftig soll die Produktion im Werk A auf eine neue, sicherere Fertigungstechnik umgestellt
werden. Bei dieser Technik &dndern sich in Abhéngigkeit von einem Technologieparameter t
sowohl der Rohstoffeinsatz als auch die Fertigungskosten fiir die Zwischenproduktion.

Die Gesamtkosten K fiir die Herstellung von je 1 ME der Zwischenprodukte belaufen sich in GE

nach alter Technik auf Kt =5000 und

nach neuer Technik auf K, =t> +12t* =144t +5000 mit te |0;9] .
- Bestimmen Sie den Parameter t so, dass die Gesamtkosten K minimal werden.

- Ermitteln Sie, fiir welche ganzzahligen Werte von t das neue Produktionsverfahren kosten-
giinstiger ist als das alte Verfahren, und beurteilen Sie die neue Kostensituation des Betriebes.
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Aufgabe 7 GPS

Eine Person bestimmt ihre Position auf der Erdoberfliche mit Hilfe eines GPS-Gerédtes. Dieser Vor-
gang soll in dieser Aufgabe prinzipiell nachvollzogen werden.

Wir machen dazu folgende vereinfachende Annahmen:

Die Erde ist eine ideale Kugel mit einem Umfang von 40 000 km und dem zugehdrigen Radius
von R= 6 366 km. Als Langeneinheit wihlen wir gerade diesen Erdradius.

X3

Weiterhin  betrachten wir folgendes erd-
gebundene Koordinatensystem:

Der Koordinatenursprung ist der Erdmittelpunkt.
Die X;-Achse liegt auf der Erdachse und zeigt
zum Nordpol. Der Nordpol ist also der Einheits-
punkt auf der X;-Achse mit den Koordinaten
(0]0]1).

Die x;-Achse geht durch den Schnittpunkt von
Aquator und Nullmeridian, dieser Punkt mit den
geographischen Koordinaten 0° Breite und

0° Léange ist der Einheitspunkt auf der X;-Achse, =
hat also die Koordinaten (1]0]0) . X1 X2
Der Einheitspunkt auf der X,-Achse hat dann 0°

Breite und 180° 6stliche Lénge und die Koordinaten (0| 1]0).

Zu einem genau fixierten Zeitpunkt der Positionsbestimmung empfingt die Person mit ihrem
GPS-Geridt von zwei GPS Satelliten deren genaue Positionen Sat; und Sat; in dem genannten
rechtwinkligen Koordinatensystem. Aulerdem empfiangt der GPS-Empfénger die genaue Uhrzeit
in den Satelliten zum Zeitpunkt der Aussendung der Signale. Aus der Zeitdifferenz der beiden
Uhren in den Satelliten und im GPS-Empfinger zum Empfangszeitpunkt kann dieser (mit Hilfe
der Lichtgeschwindigkeit) die Entfernungen d; und d, von seiner unbekannten Position zu den
beiden Satelliten berechnen. (Dies ist in Wirklichkeit wegen der Ungenauigkeit der Empfangeruhr
komplizierter!).

Nun zur eigentlichen Aufgabe:

Essei Sat; (21]2|3)und d;=3,2 und ebenso Sat, (3|2]2) und dp,=3,3.

a)

b)

22

Beschreiben Sie den prinzipiellen Weg, wie man den Standort der Person aus den gegebenen
Daten berechnen kann.

Betrachten Sie die Kugel um Sat; mit dem Radius d; und geben Sie die Gleichung der Kugelober-
flache an.

Diese Kugeloberflache schneidet die Erdoberflache in einem Schnittkreis. Berechnen Sie eine Ko-
ordinatengleichung der Ebene, in der dieser Schnittkreis liegt.

Die gleiche Rechnung wie in b) fiir die Kugel um Sat, mit dem Radius d, ergibt die folgende
Gleichung fiir die Schnittkreisebene: E: 600X+ 400y +400z="711.
Bestimmen Sie die Schnittgerade der beiden Ebenen E; und E; in der Parameterform.

Beschreiben Sie, wie man aus den bisherigen Daten die Koordinaten von zwei Punkten ermitteln
kann, von denen einer der Standort der Person sein muss.

Die Person weill immerhin, dass sie sich in Nordeuropa aufhélt. So kann sie aus den berechneten
beiden Punkten den fiir sie zutreffenden Punkt auswahlen: Pos (57,3° | 17,5°).

Bestimmen Sie die Lénge des kiirzesten Weges auf der Erdoberfldche von Hamburg (53,5° | 10°)
zum Standort Pos der Person.
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Aufgabe 8 Ausstellungshalle

In der Stadt ,,Future-City* soll eine neue Aus-
stellungshalle gebaut werden. Ein Architekten-
biiro wird mit einem Entwurf beauftragt. Als
Vorbild dient ein historisches Bauwerk, das die
Form eines Pyramidenstumpfes besitzt (siche
Abbildung).

Das Bauwerk ist etwa 40 m hoch.
Eine breite AuBlentreppe fiihrt vorn auf das Dach des Bauwerks.
Das Architektenbiiro fertigt einen ersten Entwurf an:

In einem kartesischen Koordinatensystem lésst sich die Grundflidche der Halle durch folgende
Eckpunkte beschreiben: A(0[0]0); B,(180/0]0); C,(160|240]0); D,(40|240|0). Die Dachfldche
wird durch die Eckpunkte A, (60|60|40); B,(140|30|40); C,(120/210]40); D,(60|180|40) dar-

gestellt.
a) Zeichnen Sie diese Ausstellungshalle in das Koordinatensystem in der Anlage. (15P)

b) Begriinden Sie, dass die Grundfldche ein Trapez ist.

Bestimmen Sie den Flacheninhalt der Grundflache. (15P)

c) Die beiden Strecken B, A, und C, D, sind Teile von zwei Geraden, die sich in der Spitze

eines in der Nihe stehenden Obelisken schneiden. Ermitteln Sie die Koordinaten des
Schnittpunktes der Geraden. (20P)

d) Von der Spitze des Obelisken werden abends zwei Laserstrahlen auf die Ausstellungshalle
gerichtet. Die Strahlen verlaufen in Richtung der Gebédudekanten B, A, und C, D, .

Berechnen Sie den Winkel zwischen den Laserstrahlen. (5P)

e) Die Mitte der Gebdudekante A/A, wird mit dem Punkt (36%| 36%| 0) durch einen Stiitz-

pfeiler verbunden. Bestimmen Sie die Liange des Stiitzpfeilers und weisen Sie nach, dass
der Stiitzpfeiler senkrecht zur Kante AA, ist. (15P)
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Die Dachfliache wird als Aussichtsplattform ge-
nutzt. Zu dieser Aussichtsplattform gelangt man
iiber eine 20 m breite Aullentreppe, die an der
Kante B,C, endet. Fiir den Sicherheitsaspekt ist

die Steilheit der Treppe interessant. Dazu wird
die Ebene E genutzt, die die Lage (Neigung)
dieser Treppe beschreibt (siche Abbildung).

Diese ,, Treppenebene® E wird beschrieben durch
die Gleichung

18X +2%, +k- X, =3660,

wobei K eine reelle Zahl ist.

f)  Ermitteln Sie K so, dass die Kante B, C, in der Treppenebene liegt. (15P)
g) Beurteilen Sie die Nutzbarkeit der Treppe unter Sicherheitsaspekten. (15P)
I nformation:

Im hduslichen Bereich ist ein Neigungswinkel im Bereich zwischen 25° und 40° tblich.
Fir Garten- und Freitreppen ist ein maximaler Neigungswinkel von 28° erlaubt.
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Anlage zur Aufgabe , Ausstellungshalle®
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Aufgabe 9 FuRball

Das FuBballfeld des FC Schienbein 08 ist 100 m lang und
60 m breit.
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Ein FuBballtor hat als Innenmafe ndherungsweise eine Breite
von 7,3 m und eine Hohe von 2,4 m. Das Tor befindet sich
genau in der Mitte der kurzen Spielfeldbegrenzungen.
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In der Abbildung (siche Anlage) ist eine Spielfeldecke im
Koordinatenursprung. Eine Einheit des Koordinatensystems
entspricht 1 m in der Realitét.

a) Geben Sie die Koordinaten der in der Anlage mit A bezeichneten oberen Innenecke des
rechten Tores an. (10P)

Bei der zweidimensionalen Darstellung eines dreidimensionalen Geschehens tritt das Problem
auf, dass aus der Lage eines Punktes in der zweidimensionalen Darstellung nicht eindeutig auf die
Lage des Punktes im tatséchlichen dreidimensionalen Geschehen geschlossen werden kann.

So konnte der Punkt B in der Abbildung (Anlage) die Koordinaten B(40|80|10) , aber auch die
Koordinaten B(30|75| 5) haben. Es gibt sogar eine unbegrenzte Anzahl an Mdglichkeiten,

passende Koordinaten anzugeben.

b) Zeichnen Sie zur Bestitigung des oben beschriebenen Phianomens in das obige Koordinaten-
system die Punkte P (10/30|30) und Q (20|35/35) ein und ermitteln Sie die Koordinaten

eines moglichen dritten Punktes, der in der Zeichnung von P und Q nicht unterschieden
werden kann. (15P)

Beim Pokalendspiel zwischen FC Schienbein 08 gegen Eintracht Ausdauer 98 kommt es nach
einem Foulspiel zu einem FreistoB3. Der Freisto3 wird vom Punkt F aus ausgefiihrt, der

niherungsweise durch die Koordinaten F (20|75|O) gegeben ist. Bei der Fernsehiibertragung wird

die Entfernung zum Tor eingeblendet.

c) Beschreiben Sie, dass es mehrere sinnvolle Moglichkeiten gibt, die Entfernung des Freisto3-
punktes zur Torlinie zwischen den Pfosten anzugeben. Nennen Sie mindestens zwei und
berechnen Sie eine Entfernung. (15P)

e O O Tl
LSRN & X

Obwohl sich ein paar Spieler zum Schutz des
Tores als ,,Mauer* aufgestellt haben, schie8t Hansi
Hammerhart den Freistof3 direkt in die von ihm aus
rechte obere Ecke des Tores (unmittelbar links
unterhalb des Punktes A aus Aufgabenteil a).

Dieser Torschuss soll mathematisch untersucht
werden.

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Flugbahn des
Balles ndherungsweise eine Gerade ist und dass
der Balldurchmesser 22 cm betragt.
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d) Bestimmen Sie die Geradengleichung fiir den Flug des Ballmittelpunktes. (15P)

Hinweis:
Falls Seim Aufgabenteil d) keine Gleichung ermitteln konnten, verwenden Se die folgende:

13,23 27,08
g:X=| 62,5 |+t-| 50 | mitteR.
~0,98 4,36

Bei diesem Freistol stellt sich die Mauer etwa an der 16-Meter-Linie (Strecke, die parallel zur
Torlinie ist und im Abstand von 16 m zu ihr verlduft) auf.

e) Ermitteln Sie, in welcher Hohe {iber dem Boden der Ballmittelpunkt die 16-Meter-Linie
passiert. (15P)

Fiir den Schiitzen ist das Tor umso leichter zu treffen, je F
grofer der ,,Torwinkel* ist. Dieser Torwinkel a hat seinen Q%\
Scheitel in der Ballposition F (20|75 |0) , in der der Ball den \\

Boden bertihrt. Seine Schenkel enthalten die Schnittpunkte \g'\\\
der beiden Torpfosten und dem Boden (siehe Abbildung _ S
rechts). b RS

f) Bestimmen Sie den Torwinkel a fiir den Freistof3 von N
Hansi Hammerhart. (15P) ™\

/
~OoH

g) GemaB den Spielregeln muss die Mauer beim Freistof3
einen Mindestabstand von 9,15 m zum FreistoBpunkt
einhalten.

Ermitteln Sie die Mindestldnge einer geraden Mauer,
die regelgerecht einen Torwinkel von 16°
vollstandig abdeckt. (15P)
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Anlage zur Aufgabe , Ful3ball*
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Aufgabe 10 Louvre Pyramide

Der FEingang des berithmten
Pariser Kunst-Museums "Louvre"
wird durch eine Glas-Pyramide
mit quadratischer Grundflache
gebildet:

Die Breite betrdgt ungefdhr 35 m
und die Hohe 22 m.

Diese Pyramide wird jetzt in
einem dreidimensionalen recht-
winkligen Koordinatensystem
(mit den Léngeneinheiten von
jeweils 1 m) betrachtet.

Die Bodenfldche sei die X;-X;-Ebene, und die X;-Achse sei lotrecht nach oben gerichtet.
Das Koordinatensystem sei weiterhin so gewihlt, dass die vier Eckpunkte auf dem Boden die
folgenden Koordinaten haben:

A(0]0]0) B@35/0]0) C(35[35/0) D(0[35]0)

a) Die Dachspitze sei S Begriinden Sie, dass S die folgenden Ko- Ax,
ordinaten hat: (17,5 17,5]22).
Zeichnen Sie die Pyramide in ein Koordinatensystem ein.
1 LE £ 1 m, der Verkiirzungsfaktor in X;-Richtung betrigt

0,5 \/E und der Winkel zwischen X;- und X-Achse ist 135° groB3.

Y

b) Bestimmen Sie eine Parameter- und eine Koordinatenform der Ebene
E, in der die Pyramidenseitenfliche ABSliegt.

c) Bestimmen Sie den Winkel, den die Seitenflichen der Pyramide «x;
jeweils mit dem FuBboden bilden.

d) Um ein Angebot fiir die Fensterreinigung einzuholen, muss man den Fldcheninhalt der Glas-
flichen berechnen. Berechnen Sie dazu zuerst den Fliacheninhalt eines der vier (kongruenten)
Seitendreiecke und dann die gesamte innen und auflen zu reinigende Glasfliche.

e) Am Tage fillt bei schonem Wetter (paralleles) Sonnenlicht auf die Pyramide. Zum nun be-
15

trachteten Zeitpunkt sei der Richtungsvektor vom Sonnenlicht r=| 10
—10
Berechnen Sie die Koordinaten des Schattenpunktes P der Pyramidenspitze auf dem Boden.

f) Nachts sollen zur Verstirkung der Lichteffekte dann und wann die Seitenflichen der Pyramide
von auflen mit Scheinwerfern beleuchtet werden.
Einer der Scheinwerfer soll mit Hilfe eines Lichtmastes lotrecht iiber dem Bodenpunkt
F(17,5|-7]0) angebracht werden. Die als punktférmig angenommene Lichtquelle soll die Seiten-
fliche ABS so beleuchten, dass das Licht im Schwerpunkt dieser Seitenfliche senkrecht auftrifft.

Zeigen Sie zundchst, dass der Schwerpunkt M, die Koordinaten [375|3Z5|2] hat

3
Bestimmen Sie dann die notwendige Hohe der Lichtquelle iiber dem Boden.
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Aufgabe 11 Abenteuerspielplatz

Der Gemeinderat beschlieBit, einen eher lang-

weiligen Spielplatz zu einem Abenteuer-

spielplatz umzugestalten. Das Motto lautet
,,Auf hoher See*. Daher soll ein Piratenschiff
inmitten des Geldndes die neue Attraktion

werden.

In einem kartesischen Koordinatensystem
lasst sich die Grundfldche des Schiffes
beschreiben durch die Eckpunkte

Ai(010]0),Bi(31010),Ci(3]510),D1(05]0)
und das Deck durch die Eckpunkte

A(0]-112),B,(3|-112),Cx(316]2),Dx(0]6]2).

Die Koordinaten sind zugleich als Langenangaben in Metern zu lesen.

Auf dem Deck wird ein quaderférmiger, oben offener Aufbau — genannt Kommandobriicke — errichtet,
der an allen Seiten 1 m Abstand zum Rand des Decks hat und 0,75 m hoch ist.

Die aus Sicherheitsgriinden notwendige Reling rund um das Deck wird in dieser Aufgabe vernach-
lassigt.

b) Zeichnen Sie ein Schrigbild des Piratenschiffes in das Koordinatensystem in der Anlage.
Geben Sie dort die Koordinaten der oberen Ecken des Aufbaus an. 15P

Von den alten Spielgeréten gibt es auf dem Spielplatz Betonfundamente in den Punkten G(6 | 11 | 0)
und H(-3 | 8 | -1).

Von G zu G, und von H zu D, sollen Kletterstangen angebracht werden, die das Entern des Piraten-
schiffes ermoglichen und damit den Spielwert erhdhen.

b) Berechnen Sie die Lange der beiden Kletterstangen. 10P

Da kleine Kinder es nicht schaffen, an den Stangen an Deck zu klettern, treten die Eltern an den
Gemeinderat heran und fordern, dass zwischen den beiden Stangen eine ebene Holzwand mit Griff-
l6chern so angebracht wird, dass die beiden Stangen die Begrenzung der Holzwand bilden.

¢) Begriinden Sie, warum der Wunsch der Eltern schon allein aus mathematisch-geometrischen
Griinden nicht erfiillt werden kann. 15P
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Der Gemeinderat bietet den Eltern an, zwischen den Kletterstangen ein Netz mit den Ecken C,, D,, G
und H spannen zu lassen.

d) Der Fliacheninhalt des gespannten Netzes lésst sich ndherungsweise durch die Summe der
Flacheninhalte der beiden Dreiecke GC,H und HC,D, bestimmen. Fiir das Dreieck HC,D, wurde
bereits ein Flicheninhalt von etwa 5.4 m* ermittelt. Zeigen Sie, dass der zu erwartende Material-
verbrauch fiir das Netz etwa 27 m” betrigt. 10P

Durch den Rumpf des Schiffes werden aus groBen Kunststoffrohren zwei Klettertunnel T, und T,
gebaut.

Zunichst werden die Mitten der Rohren als Teile von Geraden dargestellt (ohne Beachtung des
Durchmessers der Rohren).

Der Tunnel T, beginnt in P(3 | 2,5 | 0,5) und endet in Q(0 | 2,5 | 0,5).

1,5 0
Der Tunnel T, ist Teil der Geraden g: X=|5,25|+r|—6,5|, reR.
0,5 3

e) Beschreiben Sie unter Beriicksichtigung der folgenden Punkte, wie die beiden Klettertunnel
das Piratenschiff ,,durchtunneln®:

e Weisen Sie nach, dass die beiden ,,Tunnel-Geraden* sich nicht schneiden.
e Zeigen Sie, dass der Tunnel T, im Boden der Kommandobriicke endet.

e Ermitteln Sie, ob fiir den Tunnel T, die maximal zuldssige Steigung von 30°
gegeniiber der Schiffsbodenebene nicht iiberschritten wird. 30P

f) Die Tunnelrdhren werden in verschiedenen Durchmessern angeboten.
Beschreiben Sie ohne Rechnung, wie der maximale Durchmesser ermittelt werden kann. 10P

g) Die Tunnelrohren sollen mit einem Durchmesser von 1 m eingebaut werden.
Die Eltern beschlieBen, fiir die Einstiegsluke und die Ausstiegsluke jeweils einen Deckel
anfertigen zu lassen. Dazu bestellen sie vier kreisformige Holzdeckel mit dem Durchmesser
von jeweils 1 m. Beurteilen Sie das Vorhaben. 10P
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Anlage zur Aufgabe ,, Abenteuerspielplatz*
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Aufgabe 12 Elementarzelle

Ein Wiirfel mit der Kantenldnge a = 2 heile Elementarzelle.

Diese Elementarzelle wird in einem Koordinatensystem so angeordnet,
dass ihr Zentrum im Koordinatenursprung liegt und die Wiirfelkanten
parallel zu den Koordinatenachsen angeordnet sind.

Acht gleich grofle Kugeln werden jetzt so angebracht, dass ihre Mittel-
punkte je einen der Eckpunkte der Elementarzelle bilden.

Die neunte Kugel, die Zentralkugel, hat ihren Mittelpunkt im Zentrum
der Elementarzelle, also im Ursprung des Koordinatensystems. Die
Zentralkugel beriihrt alle anderen acht Kugeln. Thr Radius sei mit r be-
zeichnet.

schematische Darstellung

o, AauBere a) Beschreiben Sie, warum dann die duleren Kugeln den Radius
% Kugel .
%, r, =~/3 -1 aufweisen.
% Geben Sie den Definitionsbereich von r an.
>
¢
% P2 b) Bestimmen Sie zunéchst r so, dass das nicht von den neun Kugeln
A %é eingenommene Volumen in der Elementarzelle maximal ist. (Be-
G denken Sie dabei, dass die duBeren acht Kugeln nicht vollsténdig in
Q/ der Elementarzelle liegen!)
Zentralkugel . . . "
¢) Bestimmen Sie dann r so, dass die gesamte Oberfldche der neun

1 Kugeln in der Elementarzelle extremal wird. Um welche Art von
Extremum handelt es sich?

d) Die hier behandelten Elementarzellen mit ihren Kugeln sind eine Darstellung eines bestimmten
Kristalltyps, und zwar des so genannten kubisch-raumzentrierten Kristalls. (Ein Kristall ,,entsteht™
aus der Elementarzelle, indem man in alle Raumrichtungen dieselbe Elementarzelle immer wieder

neu ansetzt.)

Steinsalz — also NaCl — kristallisiert in dieser Form, bildet also kubisch-raumzentrierte Kristalle.
Ersichtlich kommen in einem Steinsalzkristall Natriumatome und Chloratome in gleicher Anzahl
Vor.

Begriinden Sie, dass in einer Elementarzelle ebenfalls gleich viel Kugeln des Typs ,,Zentralkugel
und des Typs ,,dullere Kugel* vorkommen.

Beim Steinsalzkristall verhalten sich die Radien der Na-Atome und der Cl-Atome wie 43 : 57.
Welcher Volumenanteil der Elementarzelle wird von den Atomen eingenommen?

Beurteilen Sie dieses Radienverhiltnis im Lichte Threr bisherigen Ergebnisse.
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Aufgabe 13 Flugbahnen

Wir betrachten ein Koordinatensystem im Raum.

Die Koordinaten der Richtungsvektoren sind kartesisch mit A
den Koordinatenachsen in Ostrichtung, in Nordrichtung und Oben Nord
senkrecht nach oben. Entgegen der iiblichen Schreibweise
wird hier, angepasst an die Navigation auf der Erde, die

folgende Darstellung gewihlt: >
X, | =| Nord
Xg Oben

Die Léangeneinheit in allen drei Richtungen betrégt 1 km.
Gegeben sind vier Punkte im Raum:
A51-918) B(5]1]8) C(13]33]10) D(19]27]9).
Die Geraden
g: x=a+t-(b-a), teR
h: x=c+t-(d-c), teR
beschreiben kurzzeitig die Bahnen zweier Flugzeuge.

Um 8.00 Uhr befand sich das erste Flugzeug im Punkt A und das zweite Flugzeug im Punkt C und
beide flogen danach noch mindestens 4 Minuten mit konstanter Geschwindigkeit weiter. Der Para-
meter t hatte solange auch die Bedeutung einer Zeit [in Minuten].

t = 0 bedeutet also 8:00 Uhr.

a) Berechnen Sie, in jeweils welche Himmelsrichtungen die beiden Flugzeuge flogen und geben Sie
an, welches der beiden Flugzeuge sich im Sinkflug befand.

b) Berechnen Sie, wann und an welchem Punkt das Flugzeug, das sich im Sinkflug befindet, bis auf
eine Hohe von 7500 m 