e-Funktionen  Aufgaben

Die Fichte ist in Nordeuropa und den Gebirgen Mitteleuropas beheimatet. Durch Aufforsten wurde sie
jedoch auch im {ibrigen Europa weit verbreitet. Fichten konnen je nach Standort Hohen zwischen 30 m
und 50 m und Durchmesser bis zu 120 ¢m erreichen.

1. Der Brusthohendurchmesser (gemessen in 1,3 m Hohe) als Funktion der Zeit werde durch die

Funktion )

~ 1+ ¢ 0.05(z—60) ’

d(x) x>0

beschrieben (d in Meter, x in Jahre).

a) Untersuche d(x) auf Symmetrie, Wendepunkte und Asymptoten. Zeichne den Graphen der
Funktion im Bereich 0 < z < 100.

b) Welches Alter hat eine Fichte mit 0,4 m Durchmesser?

c¢) Ermittle die Umkehrfunktion d~!(z).

2. Die Hohe einer Fichte werde angenéhert durch die Funktion

T —0b

h(z) = a(1 4 arctan

)

beschrieben.

a) Ermittle die Koordinaten jenes Punktes S, in dem die Steigung des Graphen maximal ist.
Ergebnis: S(b|a)

b) Bestimme die Konstanten a, b und c so, dass die Fichte eine maximale Hohe von 51,4 m erreicht
und im Alter von 31 Jahren mit 1,0 m pro Jahr das grofite Langenwachstum besitzt.
Ergebnis: a =20, b =31, c=20

c) Wie lange dauert es, bis die Fichte 45 m hoch ist?

3. Das jahrliche Léngenwachstum w (in m) einer Fichte werde n&herungsweise durch die Funktion

B 500
625+ (x — 38,75)2

w(z)

beschrieben.

a) Zeige, dass der Graph zu der Geraden x = 38,75 achsensymmetrisch ist und genau ein Maximum
besitzt.

b) In welchem Alter wichst der Baum um 0,5 m im Jahr?

¢) Bestimme die Endhohe dieser Fichte.
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Die Fichte Losungshinweise

Die Fichte ist in Nordeuropa und den Gebirgen Mitteleuropas beheimatet. Durch Aufforsten wurde sie
jedoch auch im iibrigen Europa weit verbreitet. Fichten kénnen je nach Standort Hohen zwischen 30 m
und 50 m und Durchmesser bis zu 120 ¢m erreichen.

1. Der Brusthohendurchmesser (gemessen in 1,3 m Hohe) als Funktion der Zeit werde durch die

Funktion 1

d(z) = 1+ ¢—0.05(z—60) ’

x>0

beschrieben (d in Meter, = in Jahre).

a) Untersuche d(x) auf Symmetrie, Wendepunkte und Asymptoten. Zeichne den Graphen der
Funktion im Bereich 0 < z < 100.

b) Welches Alter hat eine Fichte mit 0,4 m Durchmesser? 52,0 Jahre

1—x

c) Ermittle die Umkehrfunktion d~!(z). d~'(z) = —201In + 60

2. Die Hohe einer Fichte werde angenédhert durch die Funktion
x—b

h(z) = a(1 4 arctan

)

beschrieben.

a) Ermittle die Koordinaten jenes Punktes S, in dem die Steigung des Graphen maximal ist.
Ergebnis: S(b|a) by ac
W) = 2+ (z—b)?

b) Bestimme die Konstanten a, b und ¢ so, dass die Fichte eine maximale Hohe von 51,4 m erreicht
und im Alter von 31 Jahren mit 1,0 m pro Jahr das grofite Langenwachstum besitzt.

b= 31 siehe 2a)

lim h(z) =a(l+ %) =514 = a=20

KBl =1 = c=20

c) Wie lange dauert es, bis die Fichte 45 m hoch ist? 91,2 Jahre

3. Das jahrliche Léngenwachstum w (in m) einer Fichte werde n&herungsweise durch die Funktion

B 500
625+ (x — 38,75)2

w(x)
beschrieben.

a) Zeige, dass der Graph zu der Geraden = = 38,75 achsensymmetrisch ist und genau ein Maximum

besitzt. unmittelbar einsichtig

b) In welchem Alter wichst der Baum um 0,5 m im Jahr? 19,4 und 58,1 Jahre

¢) Bestimme die Endhohe dieser Fichte. / w(z)de = [h(x)]zcz 51,4
0

beachte: ein Vergleich mit 2a) liefert b =238,75 ¢=25 a =20 (ac = 500)

h(0)=004~0  lim h(z) =20(1+F) =514
T—r0o0
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Wachstum von Fichten

Fichten stellen in Deutschland mit iiber 40 % der Gesamtwaldfliiche die wichtigste Holzart dar. In einer
Region wurden folgende Durchschnittswerte gemessen (bei élteren Fichten in 1,30 m Hohe):

Alter des Baumes (in Jahren) || 0 | 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 |
Durchmesser (in m) | 0,05 | 0,10 [ 0,22 ] 033 ]054] 075|083/ 091|095 |

Die zeitliche Entwicklung der Dicke der Fichten in dieser Region kann durch eine Funktion d mit

1
d(t) = 1 + ¢ 0.04(t-80)

niherungsweise beschrieben werden. Skizzieren Sie die gemessenen Durchschnittswerte sowie den
Graphen von d in ein gemeinsames Koordinatensystem. Ermitteln Sie, in welchem Jahr die Funk-
tion d das stérkste Dickenwachstum beschreibt und bestimmen Sie dieses maximale Dickenwachstum.

Nennen Sie Annahmen, die logistischem Wachstum zu Grunde liegen. Stellen Sie die Differentialglei-
chung fiir die zeitliche Entwicklung der Dicke der Fichten auf unter der Annahme, dass logistisches
Wachstum vorliegt. Zeigen Sie, dass d diese Differentialgleichung 16st.

Oft kennen Forstleute das Alter eines Baumes nicht. Der Umfang ist meist einfacher zu messen als
der Durchmesser. Ermitteln Sie unter Verwendung der Funktion d eine weitere Funktion, die das
Alter einer Fichte in Abhéngigkeit von ihrem Umfang ndherungsweise beschreibt.

Die zeitliche Entwicklung der Dicke der Fichten soll durch eine Funktion anderen Typs als im Auf-
gabenteil a) approximiert werden. Beschreiben Sie mindestens zwei unterschiedliche Losungsansétze
in Kurzform und fiihren Sie einen aus. Beurteilen Sie die Qualitdt Threr Approximation im Vergleich
mit der Approximation durch die Funktion d.

Lésungsvariante 1:
ganzrationale Funktion d; (t)

Lésungsvariante 2:

d(t) = ap - e®t fir 0<t<80
2TV 1= by -et2t fir 80<t <160

Léosungsvariante 3: (CAS)

ds3(t) = a + k - arctan %



Wachstum von Fichten Losungshinweise

Fichten stellen in Deutschland mit iiber 40 % der Gesamtwaldfliiche die wichtigste Holzart dar. In einer
Region wurden folgende Durchschnittswerte gemessen (bei élteren Fichten in 1,30 m Hohe):

Alter des Baumes (in Jahren) || 0 | 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 |
Durchmesser (in m) | 0,05 | 0,10 | 022|033 ] 054 075] 083 ] 091|095 |

Die zeitliche Entwicklung der Dicke der Fichten in dieser Region kann durch eine Funktion d mit
1
d(t) = 1 + ¢ 0.04(t-80)

nédherungsweise beschrieben werden. Skizzieren Sie die gemessenen Durchschnittswerte sowie den
Graphen von d in ein gemeinsames Koordinatensystem. Ermitteln Sie, in welchem Jahr die Funk-
tion d das stirkste Dickenwachstum beschreibt und bestimmen Sie dieses maximale Dickenwachstum.

Y

Der maximale Wert von d'(t) wird an
der Stelle t = 80 zu 0,01 ermittelt.
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Nennen Sie Annahmen, die logistischem Wachstum zu Grunde liegen. Stellen Sie die Differentialglei-
chung fiir die zeitliche Entwicklung der Dicke der Fichten auf unter der Annahme, dass logistisches
Wachstum vorliegt. Zeigen Sie, dass d diese Differentialgleichung 16st. d(t)=c-d(t)-[S—d(t)]

S=limdlt)=1, ¢=0,04
t—o00

Oft kennen Forstleute das Alter eines Baumes nicht. Der Umfang ist meist einfacher zu messen als
der Durchmesser. Ermitteln Sie unter Verwendung der Funktion d eine weitere Funktion, die das
Alter einer Fichte in Abhéngigkeit von ihrem Umfang ndherungsweise beschreibt.

u(t) =7-d(t) = t(u)=80—25-In"—, u>0

Die zeitliche Entwicklung der Dicke der Fichten soll durch eine Funktion anderen Typs als im Auf-
gabenteil a) approximiert werden. Beschreiben Sie mindestens zwei unterschiedliche Losungsansétze
in Kurzform und fiihren Sie einen aus. Beurteilen Sie die Qualitdt Ihrer Approximation im Vergleich
mit der Approximation durch die Funktion d.

Losungsvariante 1: 2.B. di(t)=—503-10"7-43 +1,14-10~% - 2 + 1,87-10~* - t + 0,05
Lésungsvariante 2: Stetigkeit, Differenzierbarkeit an der Ubergangsstelle
ap - et fir 0<t<80 0,05 - ¢0:0297 fir 0<t<80
do(t) = bt o da(t) = -0,0348:¢  py:
1—0b1-e” fir 80 <t <160 1-743-¢"% fiir 80 <t <160
Lésungsvariante 3: (CAS) a, b ersichtlich, betrachte P(0 | 0,05) und d45(80), manuelle Anpassung
t—b t—80
d3(t) = a+k - arctan —~ ds(t) = 0,5+ 0,38 - arctan 308



Bakterien-Aufgabe

Ein Biologe versucht, das Wachstum von Bakterien durch die Differentialgleichung

fl@)=(k—=bx) f(z), f(0)=2, k>0,b>0 D=R=>"

zu erfassen, wobei b wesentlich kleiner als k gewéhlt werden soll (x ist die Zeit in Tagen,
f(z) der Bestand in Tausendern).

a)

Vergleichen Sie dieses Wachstum mit dem exponentiellen Wachstum und stellen Sie begriindete
Vermutungen iiber den Verlauf des Graphen von f anhand der DGL an.
Losen Sie die Differentialgleichung.

1
ka— = ba?
Bestimmen Sie k& und b fiir die Funktion f(z) =2e AP so, dass der Bestand nach 10 Tagen
2 Einheiten und nach insgesamt 25 Tagen 0,307 Einheiten betrégt.

1 2
Fiir die Modellierung wird nun die Funktion  f;(z) = 2 200" zugrundegelegt.
Berechnen Sie algebraisch fiir k = % die 2z-Koordinaten des Extremums und der Wendepunkte.

Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen und bringen Sie ihn in Beziehung zum Exponenten der
e-Funktion.



a)

Bakterien-Aufgabe  Losungshinweise

Fiir das exponentielle Wachstum gilt f/'(z) =k - f(z).

In diesem Fall wird die Wachstumskonstante & um eine Gréfle vermindert,
die proportional zur Zeit x ist.

Der Graph von f wird aufgrund der positiven Steigung zunéchst ansteigen,
fiir £k — bz = 0 sein Maximum erreichen und dann monoton fallend sein.

Die DGL wird durch Trennen der Variablen gelost, Ergebnis: f(x) = 2 ehe—3ba®

Die Parameter k£ und b werden mit einem Gleichungssystem
f(10) =2, f(25) = 0,307 ermittelt, das durch Logarithmieren vereinfacht wird,
k = 0,05 und b = 0,01 (gerundet).

Notw. Bedingung fiir ein Extremum:
(Fiir eine Variation der Fragestellung erfolgt die Berechnung fiir allgemeines k)

@) =0, fl(z) =2(k - s ) - % —  z,=100k.

Wegen des monotonen Steigens und Fallens des Graphen liegt ein Maximum vor.

Notw. Bedingung fiir Wendepunkte:

f”(a:) =0, f”(.’E) _ _5710619957%3;2 +2>k - 1(1)—01’)2 ) ekmfﬁzz
vereinfacht: f”(z) = (—g5 + 2k* — £ka + 455 %) - ek 202"
1 2 _ 1 1.2 _

= 1 =100k + 10, 22 = 100k — 10, falls zo im Definitionsbereich liegt.
Da die Parabel oberhalb und unterhalb der z-Achse verlduft (Vorzeichenwechsel!),

liegen Wendepunkte x1, zo (falls im Definitionsbereich) vor.

Betrachte hierzu die quadratische Funktion (Parabel) im Exponenten,
insbesondere deren Nullstellen.




Wasserpumpe

In einem Wasserbecken, das sowohl eine Zufluss- als auch eine Abflussmoglichkeit besitzt, befindet sich
zu einem bestimmten Zeitpunkt kein Wasser. Ab diesem Zeitpunkt dndert sich das Wasservolumen im
Becken, wobei die Anderungsrate des Volumens durch v(t), t > 0, beschrieben wird. (¢ in Stunden,
v(t) in m3 pro Stunde).

Skizziere den Graphen, der die Wassermenge im Becken in Abh#ngigkeit von der Zeit erfasst.
Mit welchem Wasservolumen im Becken ist langfristig zu rechnen?

. v(t) =20t ((t—2)2-0,8) et
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Wasserpumpe

v(t) =20t ((t—2)2-0,_8) e’

bestitige: V() =5t (t+3) et
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