Abkiihlung

Mathematisch dhnlich wie das beschrankte Wachstum kann die Abkiihlung eines Korpers be-
schrieben werden, dessen Temperatur hoher ist als die der Umgebung. f(x) sei die Temperatur
des Korpers zum Zeitpunkt x, a sei die Temperatur zur Zeit x = 0 und U die konstante Um-
gebungstemperatur.

Die Temperaturabnahme Ay ist proportional zur Differenz von Temperatur f(z) und Um-
gebungstemperatur U und proportional zur Zeit.

Ay = —k- (f(x)=U)- Ax
Ay
Y= k(@) - D)

Die allgemeine Losung der DGL *x lau-
tet:

f@)=U+ (a—U)e ™ .

In einem Labor wird ein Korper mit der Temperatur 50°C' zum Zeitpunkt x = 0 zum
Abkiihlen in einen Raum gebracht. Die Raumtemperatur betrédgt 0°C' und wird linear um
10°C pro Stunde erhoht.

a) Geben Sie die Differentialgleichung an (mit Erlduterung), die diesen Abkiihlungsvorgang
beschreibt, die Abkiihlungskonstante sei k = 1.

b) Losen Sie die Differentialgleichung und bestimmen Sie die Temperatur, die der Kérper
nach zwei Stunden hat. Skizzieren und erldutern Sie den Graphen des zeitlichen Verlaufs
der Korpertemperatur.

¢) Ermitteln Sie die diskrete Ndherungslosung der Differentialgleichung fiir die néichsten
sechs Werte fiir Az = 0,5 .

Losungshinweise:

Differentialgleichungen dieser Art kénnen mit einem Ansatz f(x) = a(z) - b(x) gelost werden,
wobei ein Faktor so gewéhlt wird, dass die Rechnung erheblich vereinfacht wird, indem ein
Term null wird.

Fiir eine diskrete Naherungslosung einer Differentialgleichung wird f'(x) durch 7yn+1A_ Yn
T

ersetzt und nach y,.1 aufgelost. y, 1 kann dann iterativ errechnet werden.
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Abkiihlungsaufgabe Losungskizze
Die Differentialgleichung lautet: f'(xz) = — (f(z) — 10x), wobei f(0) =50 ist.

Produktansatz: f(x) = a(z)-b(x), kurz: f=a-b

ad-b+a-b+a-b = 10-2
a-(0'+b)+ad-b = 10-x wahleb so, dass b' +b=0

= b=¢e", DGL: a-e*=10-z, d=¢e"-10-x
partielle Integration fiihrt zu:  a = (10x — 10) - e*+C, f=a-b=10-2—-10+C - "
Bedingung f(0) =50, —-10+C =50 = C =60
Also insgesamt: f(x) = 10x — 10 + 60e™"

f(2) =18,12

Diskrete Naherungslosung:
Yni1 = Yo+ (102, —yp) - 0,5 <= Yuy1 = 0,5y, + 52,
Anfangswert: 1y, = 50

X H 0 \0,5\ 1 \1,5\ 2 \2,5\ 3 \
Néherung || 50 | 25 | 15 | 125|138 16,9 20,9 |
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Bestimmung des Todeszeitpunkts

Ein Leichnam mit einer Korpertemperatur von 28,5 °C' wird um Mitternacht bei einer konstanten
Umgebungstemperatur von 17,4 °C' entdeckt. Nach Ablauf von 2 Stunden betragt die Temperatur
des Leichnams 23,2°C. Um die Todesursache (Unfalltod oder Mord) herauszufinden, ist der
Todeszeitpunkt zu bestimmen.

Aus experimentellen Untersuchungen ist bekannt, dass sich die Oberflachentemperatur f(x)
einer Leiche proportional zur Differenz zwischen der Leichen- und der Umgebungstemperatur U
dndert (Newtonsches Abkiihlungsgesetz). Die DGL lautet daher:

fl@) = —k- (f(z) = U)  mit k> 0.
Die allgemeine Losung ist f@)=U+ (yo—U)e ™™ mit f(0)=y.
Nachweis:  f'(x) = —k-(f(z)—U)
n(f(z) —U) = —kz+C beachte: / J;(%) dz = In(f(x)) + C
fl@)-U = etete
flz) = U+etore
fl@) = U+et.ef
fO =y = p=U+e" = =y-
fl@) = U+(yp—-U)e™

Zum Zeitpunkt xy = 0 wird der Leichnam entdeckt, seine Temperatur betragt yo (°C').
Die Konstante k kann aus einer weiteren Temperaturmessung ermittelt werden. Sei zum Zeit-
punkt x; die Temperatur y;, d.h.

U+ (yo—U)e ™™ = y

AY
e—k‘zl yl - U
Yo—U . |
1 (yp-U \
k= ——1n
Ty <y0—U) ]

Der Todeszeitpunkt wird aus f(xr) = 37 ermittelt. |

Lésung: 10+
k=0,3245, xp—= —1,752
(1 Stunde 45 Minuten vor Mitternacht) [ r w w x x w w
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